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| GEOMETRIE a ; 


„14 Printr-un punet dat M, situat pe o latură a unui. tri- 
.ünghi ABO, să se ducă o dreaptă. A care să împartă Salata 
triunghiului în două părți egale: ` 

~ Soluţie. Fie punctul. M dat pe latura BO, astfel încât; 

-BM < MC; luăm pe „această. latură punctul D astfel ca. 
MO = MD, unim D cu A, ducem din B o paralelă la DA 
şi fie N punctul ei de interseċtie cu latura AC. Dreapta MN 
"este dreapta A căutată ; într-adevăr, 


aria A BNA =aria A BND, ay 


j că aceste două triunghiuri au aceeași bază BN şi înăl- 

timile egale, deoarece vîriurile opuse se găsesc pe o paralelă 

la. bază. Pe de altă parte, a e 
aria A MON = aria A MDN, ii (2) 


„pentru că aceste două triunghiuri au aceeaşi înălțime, iar 
“bazele MO şi MD egale prin construcţie. 
- Descompunem patrulaterul ABM N în două triunghiuri i 


aria (| ABMN = aria A BNM + aria A BNA; (3) 


„însă, în virtutea egalităţii (1), înlocuim BNA prin BND şi, . 


~ ţinînd seama, că aria A BNM + aria A BND = aria A kea. 
xun suma (3) deducem . 


| - aria D] ABMYN = aria A MDN. 5 (4) 
Din (2) şi (4) rezultă w è 
“aria " ABMN = aria A. MON. l (5) | 


Generalizare. Ne propunem -să ducem prin punctul M dreapta: ua care să 
împartă SPA triunghiului în două părţi, al căror raport să fie egal cu un , 
număr dat: 


Luăm pe latura BC “punctul D astiel Lea 22 = k; unim A cu. D şi ob- - 


„servăm că, _ triunghiurile ADB şi ADC ‘avind. aceeași înălțime AT, 
aria A ÅDB `  DBxAI DB 


= ÅÃ— R Å = 


“aria AADC DCXxXAI DC. 


: a arti ` = Ă 3 
. d i își 


Unim:punctul. A cu M, ducem paralela DN la AM, notind cu N inter- 
sita ei cu latura AC. Dreapta MN este-dreapta A căutată; într-adevăr, 


aria A AMN = aria A AMD. 


pentru că aceste două triunghiuri au aceeaşi bază. AM, iar viriurile opuse, pe o 
paralelă la bază. Rezultă următoarele relaţii dintre arii: 


aria C] ABMN = aria A ABM + aria A AMN = aria A ABM + aria A AMD; ` 


deci 
aria (] ABMN = aria A ABD. 


aria A ABD a. 

aria A ADC 

aria DO ABMN 2 
aria A ADC 


Dar 
deci 


Dar Să 
aria A ADC = aria A MNC pentru că aria A ADN = aria AMDN, 
deci i ' l 
aria (| ABMN =k 
aria A MNC, 


În cazul în care D este mijlocul laturii BC, avem = d adică raportat 
k = 1, de unde rezultă Serul particular din enunţ. 


I.2. Printr-un bici dat A din planul unui cere O se duce . 
dreapta variabilă AM, unde M este punctul curent pe cere; pe 
"prelungirea acestei drepte se ia AM = MN. Se cere locul geo- 
: metric al punctului N. - . 

Soluţie. Considerăm cazul general, AN = k x AM; enun- 
tul corespunde cazului particular k = 2, Fie O centrul cercului, 
R raza sa; determinăm pe dreapta AO punctul C prin con- 
diția A0 =k x AO şi observăm că triunghiurile AOM şi 
ACON sînt asemenea pentru că au un unghi egal, unghiul din 
A, cuprins între laturi proporționale 


rezultă că şi celelalte laturi sînt în acelaşi raport k, adică 
Nk sau ON =k x OM =k x R. 
OM 
Punctul C fiind fix şi distanța ON constantă și egală cu. 
kR, rezultă că locul geometric descris de punctul N este cercul - 
cu centrul în C şi raza kR: 


4. 


Solutie analitică. Ñ. raport cu iedul de referință z0} c consi- 
dsrămo curbă c.de ecuație y = f(x) şi pe ea punctul curent m(x, y); pe dreapta 
Om alegem punctul M (X, Y) astfel ca OM = k X Om, unde k este .0 constantă ; $ 
deducem 

X= = ka, Y = ky. 
<`. . Dacă m descrie curba LA punctul M descrie o curbă C, a cărei ecuaţie se 
deduce prin eliminarea lui x şi y între ecuaţiile 
i y = ay X = ks, Y = ky. 
„Rezultatul eliminării este 


RUE (5) sau Y== (2) 

k k ; k 
| - Curbele e şi G se numesc omotetice, centrul de omotetie fiind O, iar raportul 
di. De exemplu, omotetica undi drepte az + by + c = 0 este tot o dreaptă şi 


anume aX + bY-+ck = 0, adică o dreaptă paralelă cu cea dată. 
Omotetica 'unul cerc (x — a)? + (y — b} = R? este tot un cere și anume 


(X — ka + (Y — kb} = ER. 


Omotetica parabolei y? — 2px = 0 este parabola Y? — 2pkX = 0; omoteti- 
"ele elipsei şi. hiperbolei. 


23 2 3 
Sp EE ERE JP E i 0 ui es, 
a: b2 a b2 
“sint respectiv elipsa şi hiperbola 
2 2 2 2 
X e aiat a ee a 
(ka)? (kb) (ka)? (kb)? 


I.3. Se dă paralelogramul ABCD, în care AB. = DO =a, 


AD =B0 =b; (a >b) ; seduce bisectoarele interioare AEG, BFG, 
. OFH, DEH ale unghiurilor A,B,0;D. Se cere: 

i. Să se demonstreze că patrulaterul EHFG, format din 
cele’ patru bisectoare, este un dreptunghi. 


2. Dacă vârfurile O şi D sînt fiwe, lungimile a şi b constante, - 


dar unghiurile A, B,0,D variabile în propriul lor plan, să 
„se găsească locurile geometrice descrise de punctele E, F, Q; H; I; J 
- mde I şi J sînt punctele de intersecție ale laturii AB respectiv 
cu bisectoarele DEH şi CFH. 
' 3. Dacă ABOD este un äreptunghi, EHFG, este un pătrat; 
să se calculeze aria sa.. 


Soluţie. 1. Notăm 
XA = 20, x B = 28, x0 = 2y, X D= 28, 


iar unghiurile E, F, 6, H, din patrulaterul HHFG, respectiv | 


CU Piu Pos, P3; Pa. 


ER 


ch irianghinl AED, avem ET 
g = % ABD = 180° — (à + 3 Te 


i 


însă, într-un “paralelogram, suma a două unghiuri adiacente i | 
. unei laturi este egală cu 180%, deci 2a + 28 = 180°, a 3= 


„= 90”, urmează că q = 180° — 90° = 90%, ‘Be arată la fel, 


din triunghiurile BFO, AGB; DHO, că q, = ps = q = 90%; a 


deci patrulaterul EHFG este un dreptunghi. 


2. Fie K şi L punctele de intersecţie ale laturii Do res- - 


pectiv cu bisectoarele AEG și BFG ; Da iai DAK este isos- ~- 


cel pentru Că) 
JMAKD = 3 KAB = «a = 3 KAD, 


deci DK = DA =b = constant, deci punctul ` E. este. fix, Ta aa 


fel, triunghiul - O0BL este isoscel pentru că: 
| să X BLO = X LBA = ß = 4 LBO, 
deci CL = CB =b = constant, deci punctul L este fix. 


Unghiul DEK fiind drept, punctul E descrie cercul cu i: 


diametrul DK : se arată la fel că punctele F, G, A descriu res- i 


pectiv cercurile cu diametrele LO, KIL, DO. 


Patrulaterele ADKI și BOLJ sint paralelograme, deci it 


KI = DA =b, LJ = 0B =b. 


Urmează că punctele I şi J deseriu cercurile cu raza b s o 


- centrele respectiv în K şi L. 

f 3. Dacă ABOD este un dreptunghi, a = B = y = 3= = 45, 
„triunghiul dreptunghi DEK este isoscel, DE = BK Și, aplicînd 
teorema lui Pitagora, ` 


b? = DKE? = DE? + EK? = 2BK2, BE =p 


| dedaoen 
BE e = apr, PL == Zi ; 


CKI à 2KG, KG = a= 
y2 


| l E 
"Dar Le ar = a DE = ZO = =.b, deci- KL = a — 2b, iar 


© H_a% 
asa =a1 > a > 


`; 
hi 


I 


“Din triunghiurile dept pini 'igoscele’ ORL şi KOL i 


y2 i s : ÎN ea 


pr 


DI Da ae i 
Ai 
a — 2b a — b. 

2 la a Ro Roo. 

“ Diepiunghiul BHPG avind laturile consecutive za și are i 

7 egale, este un pătrat ; aria: Jui este. egală cu | 


Da 3 A] ab, A 


“ Deducem EG — BR + KG = = 


FG = -FE +10 >t 


~ 


- Va 2 


„ Observaţii. :1. Problema de faţă poate fi privită ca o problemă de în-. . 
„" chidere şi- ahume : bisectoarele unui -păralelogram dat formează un dreptunghi ; 
bisectoarele acestui dreptunghi. formează un. pătrat, iar bisectoarele acestui pătrat 
iormează un punct (sînt concurente în centrul pătratului). Lanţul ‘paralelogram,  . 
„dlsepturighi, pătrat, punct este finit la partea lui interioară (nu. poate - fi pre- 


“i ~Jungit mai departe, pentru că nu- are sens să vorbim de bisectoarele'unui patrla- 


er redus la un punct). Se pune întrebarea dacă lanţul nu poate îi prelungit 


- da partea lui superioară, adică să se determine patrulaterul ale cărui bisec- 


doare formează un paralelogram, apoi un alt patrulater ale cărui bisectoare să- 

‘formeze patrulaterul precedent etc. pa | : 

3 .2. Există o propoziţie analogă pentru un pentagon, exagon şi în general 
d: pentru un poligon cu.n laturi. i 


„1.4. Intr-un triunghi oarecare ABO, jie: ; D piciorul inä. 


| s timii coborâte din A pe BC, E piciorul” înălţimii coborâte din 


"eului circumscris triunghiului. 


B paAC, F mijlocul lui AB, G mijlocul lui AC, g centrul cer- 
Presupunând că AD = DC și AB = 2Bb, se- cere: | g 

1. să se construiască triunghiul cunoscând înălțimea AD; 

2. să se arate că vă FDG = T53 

3. să:se arate că dreptele AO şi 'BO sînt perpendiculare ; . 

- &. să-se arate că lungimea DE este egală: cu raza cercului 


E  eircumaeiis triunghiului ABC. < 


| -Soluţie. 1. Observăm că triunghiul ACD este. triunghi.. | 
dreptunghi isoscel, deci X DAC = XDOA = 45, iar triunghi iul 
- dteptunghi ABD. este, jumătate dintr-un triunghi echilateral, 
„deci AX BAD = 30, X ABD = 60°. Rezultă ' de aici- urmă: ` 
` oarea, construcţie simplă a triunghiului, ABỌ, cind se iata Lai l 
Anăljimea AD: . 
Se. construiește întîi triunghiul dreptunghi isoscel - 405, 


” apoi se duce o semidreaptă A B astfel ca BAD = 30°; această; © E 


„-semidreaptă intersectează prelungirea lui. 0D în punctul B;. 
câre este al treilea virf al triunghiului ABC. Dona Mein se 
poate face totdeauna şi într-un singur fel. . ` 


SI aia Ata 


2. Din cele spuse reiese că. 5. unghiurile triunghiului ABC 
sint : 
XA=75, x B= 600, x0 = 45, 


Punctele F, G fiind centrele cercurilor circumscrise triun- 


ghiurilor ABD, 'A0D, rezultă că triunghiurile ADF, ADG sînt 


igoscele, deci, FDA = XP A:D = 30",X GDA = = 304D= =45°. 
x FDG = x FDA + x GDA =75°. 


"3. Unghiul la centru AOB este îndoitul unghiului 0 al 


triungbiului, deci x AOB = 90°, dreptele 40, BO sînt per- 
pendiculare. 
4. Fie I mijlocul laturii BO ; triunghiul BOE fiind. drep- 


tunghi isoscel, rezultă că dreapta EI este perpendiculară pe: 


BO şi egală cu jumătatea lui BO; mai rezultă de asemenea 
că punctul O se află pe dreapta EI. Din patrulaterul inscrip- 


tibil ABDE rezultă > EDO = <~ A = 15, iar din triunghiul 
isoscel BOO, % 100 = = BOC = 1%; triunghiurile drep- 


tunghice DEI, IOC, avînd catetele EI, IC egale şi unghiurile 
ascuțite EDI, 100 "egale, sînt egale, deci şi POPE: lor 
sînt egale, DE = OC = R. 


Obser va ţie. Triunghiul ABC, din cauza particularităţi lui, se 
bucură de o mulțime de proprietăți interesante dintre care vom enumera numai 
citeva. 

Să calculăm unghiurile triunghiului ortic DEH (H este pictor înălțimii 
dusă din C). Se vede imediat că: 


XEDH = 180° — X EDC — X HDB ='180° — 2A, 
x HED = 180° — 2B, X EHD = 180° — 2C. 


Aceste egalități, adevărate pentru orice triunghi ABC, devin în cazul de 
faţă: 
w AX EDH = 30, AX HED = 60°, & EHD = 90%, 


deci triunghiul ortic DEH este dreptunghi şi are unghiurile sale tn progresie 
aritmetică. 

Cercul circumscris triunghiului ortic: este tocmai cercul lui Euler al triun- 
ghiului inițial, iar diametrul acestui cerc este egal cu raza cercului circumscris 
triunghiului iniţial), deci DE = R. Avem astfel o nouă demonstrație pentru punc- 

4 al problemei. 

Fie M, ortocentrul triunghiului ABC. Triunghiul MBD fiind isoscel (MD = 
= BD) rezultă că triunghiurile ABD, BCH sint egale ; mai rezultă că- AB = MC, 
Aa şi egalitatea cercului de diametru AB cu cercul circumscris triunghiului 
CDE 

Dacă X este mijlocul lui MC,. patrulaterul EFDX este un pătrat. 

În adevăr: acest patrulater are laturile egale şi este” înscris în cercul lui 
Buler. 


8. 


re E Na” 
i Mile eu i 


fy A Zi r ^ 


- Fie D’, E", H" intersecțiile celor trei tniătțiral: AD, BE, CH--cu cercul 
A BC. Triunghiurile D'E'H*, DEH: fiind asemenea, rezultă că dreapta D'E’ este 
. diametru în cercul ABC. - 
„Latura AB este latura pătratului înscris în cercul 0, iar latura, AC este 
„ datura triunghiului echilateral înscris în acelaşi cere; H'B' este latura exagonului 
„regulat înscris tn cercul O (deci R'E’ = R), D'H' este latura triunghiului echild- 
derdl inscris în O, patrulaferul ACD'H' este. un trapez isoscel. 
Tangenta în O la cercul de diametru AB -este dreapta EI, căci aceasta este 
„perpendiculară pe raza OF. 


“Segmentul HD este o coardă în cercul lui Euler,. corespunzătoare unghiului 


înscris AX HED = 60°, iar FI de asemenea este o coardă a aceluiaşi cerc, cores- 


punzătoare la X FGI = 60, deci DH = IF, adică patrulaterul HFDI este un 


drapez isoscel, 


Se ştie, că oricum ar fi triunghiul ABC, avem MB = 20G; în cazul de față 


OG fiind apotema triunghiului echilateral înscris în cercul .0, rezultă MB=R. 

“Triunghiul MCD’ este echilateral : triunghiul MBD’ este dreptunghi isoscel ; 
'driunghiul OMB este isoscel; cercul lui Euler al triunghiului ABG trece prin mij- 
docul razei OB; ortocentrul triunghiului CDE este punctul O. 

Am putea continuà cu enumerarea altor proprietăți ale figurii.Proprietăţile 
precedente, precum şi altele noi, se pot deduce și pe cale trigonometrică. Astfel, 
se știe că.în orice triunghi avem relațiile: MA = 2R cos A, MB = 2R cos B, 
MC = 2R cos C; - 


HE = R sin 24, DH = Rsin 2B, DE = R sin 2C. 
în triunghiul nostru, acesta relaţii devin : 


MA = 2R sin 15, MB = R, MC = RV2, 
HE = E» ` DE = R, DH = RYS. 


` Tot asemenea am putea găsi alte proprietăți noi, pe această cale. 

Vom trata acum o altă chestiune, Deoarece triunghiurile care au proprie- , 
tățile triunghiului ABC sint asemenea, ne întrebăm care sînt iesi care Tooga 
Aaturile unor astfel de triunghiuri. | 
Este evident că vom avea două astfel de relaţii. 

Din cele spuse la început reiese că avem: 


AB=c=RV, AC=b= RV; S 
„aplicind dpoi teorema lui Pitagora triunghiului ABC, avem: i 
BG Sr E 20 . AE; 


N 


dar | 
AE = AG = EC = b- y=, i . 
a = — R? + aR - V6, 


_ RVZ (V3 +1), 
2 
`“Excluzind cazul semnului minus, care nu convine, rămine : , 


Pae. 1). | | = 


deci 


pt 


g = . $ ăi ti = 


 Eliminipă, pe. R între “cele trei egalităţi care dau pe a b, c,- obţipăm + an ja 
r E N P da : E c i g 


kaS gu E Pere 


ae Pa e ea 


| Acestea sint sia căutate. Puteam ajunge la ele și pe cale irigonomictrică 
În adevăr avem : 


_aza-n Wett- 
zi a Ia anii: le acc an IRI 
; ee e = dY, arabică. 


Acestea sînt relațiile dintre laturi, scrise sub altă formă. 

Ne putem propune să deducem din acestea pe cele date anterior (problema - 
“ inversă fiind mai simplă) ; operaţia este un calcul interesant. de i algebră elemen- l 
tară. Adunind cele „două relaţii, . deducem : Sg 


` 2a = a (b V2 + o), 
sau, simplificind cu d T 0, rezultă : | 
j Și _ EA c 


| Ducind sotii valoare într-una din cele două setati de exemplu în o 

prima, avem: y 2 

OYT + JE bpn dtz za Vâe E i Sa 

„4 2 
şi făcînd toate calculele : 2 = 302, — = 


7 ja 
Aria Sine se calculează cu formula: 
| | i g PIB (W3+ 1), E Ea e, 
A - S N 4 ` i | + 
sau cu una dintre formulele : ERIE» 
| ab —c. Vai e + a — = be) 


Paii a încheia, vom căuta relația care există între razele R, r ale cer- 
cului circumscris’ şi cercului ` înscris. 
Se știe că avem relația : 


cos A + cos B + cõs C = 1 +Z 


valabilă pentru orice triunghi ABC. 
În problema noastră: 


1 1 l E 
E A 1), cos B=, cosc = 2, oi 
deci relația precedentă devine : 
a pheli aya Netia =a, 


Aceasta este: relaţia căutată. 


x * 5 


Pi r, 


deci 


T 5. “Be dă un i tragi aeptimai isosdel, 408, öz 08; 
pe tatea OA (saw pe prelungirea ei) se îa un punct arbitrar P 
Żar pe cateta OB (sau pe prelungirea ei) un punct Q aşa fel ca 
z y = = 90°. Paralela dusă din A la PQ , taie. ârcapia 0B 


A să se arate că triunghiul POR. este isoscel. 
“2. Bă se determine poziția lui Q astfel ca segmentul OP.’ 
"să fie de două ori mai mare decit distanţa OS a punatuhus O la, 


„dreapta .PQ. 


Soluţie. 1 Triunghiurilè dreptunghice AOR şi. BOP sînt 


| egale pentru că 4O = BO şi unghiurile primului sînt egale cu 


unghiurile celuilalt (laturile A0;:O0R, RA sînt respectiv per- 
: pendiculare pe. laturile BO, OP, PB). Rezultă că şi celelalte 
. daturi sînt respectiv. egale, adică OR =0P şi RA = PB. 
Triunghiul dreptunghi POR este isoscel pontu de are cate- 


> tele OB şi OP egale. 


2. În triunghiul dreptunghi QPB ayem - 
OP? = 0Q x OB. 
'Priunghiurile dreptunghice POS şi 098 sînt asemenea, 


T că laturile R sint Pe Pendicolire pe EEE 


oe deci 


OS QS E: 


E însă prin ipoteză OP = 2 x. oP, deci oQ = 2 X.08 sau 


OP: = 4 X 08%, 0Q2= 4 x Q88, 
OP2 + 0Q2 = 4(082 + 082) = = 400, VP? = = 3002. - l 


Dos 
„op = =0Q x OB, 


09 x OB = 300, E 

„de unde deducem două soluţii i 
0Q = 0 sau _0Q zu 

adică punctul Q coincide cu virful O sau se găseşte ia o. dis- 

 tanță de O egală cu o treime 'din lungimea OB. 


Soluţie analitică. 1.. Raportăm triunghiul la sistemul ozy, A pe 
Da şi B pe Oy Coordonatele punctelor A, B, P, O sint- 2 


A (a, 0), B su a), P (æ, 0), 20, B). 


E d 


` 


NAGS 


“Piin ipoteză, âreptele PB şi PQ- sint. Da pia ace costicenţi: Jor un- 
ghiulari au deci produsul egal cu —1, adică 


t art op AE PEE E 
Di 0— g 0— o 
sau , 
jino, pas 
; a 
sau 
a? = — af. 


Dacă notăm coordonatele punctului R prin O şi >, ecuaţiile. dreptelor Po 
şi AR sint respectiv 


a $ 
şi i 
nE + EA —1=0, - = 
! a A . Ș Ă 
Însă dreptele Sint paralele, deci au coeficienţii unghiulari egali, decă 
->= aA caii = _ SE. san, înlocuind B PRL. , găsim A= — œ, adică- 
& a a 


în valoare absolută OR = “oP. 
-2. Ecuația dreptei PQ este 


A A E 
a B 
sau i 
Bz + ay — aß = 0. 
Distanța OS de la origina O la această dreaptă este dată de 
aia 2 
os: = (BE 
(a? + B3) 
Prin ipoteză OP = 2 x OS, deci 
x = 4a3p2 


g? +8? d 


sau, înlocuind «? prin — af, 
| aß? (38 + a)= 0, 
l a 


í de unde deducem două soluții: B = 0 şi B = — a 


I.6. Se dă un paralelogram ABCD, a cărui diagonală BD 
se împarte prin punctele M și N în trei părți egale. Dreapta AM - 
taie latura BO în A, iar AN taie latura OD în A,; de asemenea, 
dreapta CM taie pe AB în Oa, iar ON taie AD în O,. Se cere: 

'1. Să se arate că patrulaterele: AMON şi A, M 0N sînt 
paralelograme. 


12 


1 aaa 


„AO şi BD (fig. 1), O este TE 
„centrul de simetrie al pa- - 


i Yeg A d 
Ru, ` 


- --Soluţie 1. Fie O punctul de intersecţie al diagonalelor 


ralelogramului, deci 
A0 = 00, B0=0D. 
Prin construcţie 


_ BM =ND, 
deci .. . . 
BO— BM =0D-— ND, 
adică | | k 
„MO = ON, y Fig. 1 


Într-un paralelogram, diagonalele se taie în părţi egale şi 


reciproc, dacă într-un patrulater diagonalele se taie în părți 


egale, atunci el este un paralelograim. Am văzut că 
40 = 00 şi MO =0N, | 
deci patrulaterul AMON este un paralelogram. 


triunghiul ABO, OB este o mediană, iar prin cons- ` 


trucție BM = 2MO, deci M este centrul de greutate al triun- 
ghiului ABC, iar AA, şi CC, sînt celelalte două mediane, adică 


“Oa este mijlocul lui AB, iar A, mijlocul lui BO. Acelaşi raţio- 
= ; nament aplicat triunghiului ADC arată. că A, este mijlocul ' 


lui OD, iar C, mijlocul lui DA. | 
l AC, uneşte mijloacele a două; laturi paralele ále paralelo- 


gramului, deci este paralelă şi egală cu celelalte două şi trece” 


prin centrul de simetrie O, iar 4,0 = 00} 


În definitiv | 


4:0 = 00, şi MO =0N, 


', deci patrulaterul A, MON este un paralelogram. 


Altă: demonstraţie este următoarea: AN = MC 
ca laturi opuse în paralelogra, 


AA — AN = 0,0 — MO 
sau e ai 


NA, = QM. 
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„determine rapoartele. dintre ariile acestór paralelo- 

~ grame și aria paralelogrmubmi ABOD.  , 53. e 

A 3. Oum trebuie să fie paralelogramul A BOD pentru ca AMON 
să fie: um dreptunghi? Dar ca A,MO,N să fie dreptunghi? 


l i a 


; AA = 020 ca paralele: cu- : 
prinse între paralèle; prin scădere: deducem Li. ae 


tao 


E e 
Paitanăliteriia “au UN este deci: an. paralelogram peitru « că | 
are două laturi opuse NA, şi C.M, egale şi paralele. 
5.0 diagonală împarte paralelogramul în două wivnghinii 
egale, déci 
aria ABOD.= 2 atia ABD; ; aria AMON = = 3 aria, AMN. 
.— . Dacă însemnăm cu H piciorul perpendicularei coborite . 
„din A pe diagonala BD, observăm că triunghiurile ABD şi 
AMN au aceeaşi înălțime AEF, iar bazele lor BD gi MN sînt 
în raportul 3/1, deci aria ABD = ="3 aria AMN, sau | 
aria ABCD = = 3 aria AMON. 
A Ca. este mijlocul laturii BA şi dacă însemnăm' cu 7 pi- 
ciorul perpendicularei`coboriîte din 0, pe diagonala BD, avem. 
AB = 20,P.. Urmează că triunghiurile AMN și CMN, avind 
aceeaşi bază MN, vor aven ariile în acelaşi raport cu înălțimile 


lor AE şi 0f, adică, deci aria AMN = 2 aria CMN. 


~ Dæ aria AMON =2 aria AMN ; aria A;MO,N = 2 aria 
OMN, .. 
deci 
- aria AMON =2 aria AMON 
În definitiv am arătat că 


aria ABOD =3 oi AMON şi aria AMON =2 în AMON 
„aria, AM CN = aria ABOD; aria A,MO0,N = aria ABOD. 


3, Paralelogram AM ON este un iede dacă . dia- 
_gonalele sale A0-şi MN sînt egale, sau 340 = 3 MN. 

Dar 3MN = BD, deci condiția este BD = 34C. : 
Paralelograthul AMON este un dreptunghi dacă dia- 
gonalele sale MN gi AAC, sînt R sau 


Dar 3MN = BD, iar A0, = -0B = DA. Vonda, căutată 
devine 
BD = 3B0. 


Generalizare. Să presupunem că pe diagonala BD se iau punctele M şi N 
simetrice în raport cu O, așa fel ca BD = kMN, deci BO = k. MO şi OD = 
= k» ON (enunţul dat corespunde la cazul particular k=—3). Se demonstrează ca 
mai sus că. patrulaterele AMCN şi A,MC,N sint paralelograme. În triunghiul 
ABN, CM este paralelă cu latura AN, deci 


— = — Z— ES 


CB MB (k-DOM k-1. 
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w | ka i 
sau - d ame Muc 
AB kti 
CB Dai g 
Dar E 
AB AN 4E. 
GB . CM CAF? 
deci | 
SI AE an 
CF 


Triunghiurile ABD şi AMN au aceeaşi inte AE, iar bazele” lor sint 
în raportar 2D = k, deci 
MN 


| aria ABCD = k: aria: AMCN.. - 
a Triunghiurile AMN şi CMN au aceeași bază N “iar înălțimile lor AE,’ 
, deci i d 


şi Ga sint în raportul -t l 


aria AMCN =£ = aria 4 MGN. 


— 


E tal AMCN este un dreptunghi dacă MN = AC, sau k» MN = = 
AC. A 


îs a H- AC sau BD=k: 


a ra Se dă un päpe Dina A.B0D, de baze AB = 2a | și 
OD = 2b, ale cărui diagonale se iaie în, ' unghi drepti. Se cere: 

1. să se arate cum se poate construi un astfel de mapear cînd 
se cunoaste a şi b. - i 

2. Să se demonstreze că suma ar iilor pătratelor construite 
pe cele două baze este egală cu suma ariilor pătratelor construite 
pê laturile oblice ale irapezului. . 

"3. Fie ADD'A' pătratul construii pe latura AD, în exteriorul 
- trapezului. Să se găsească locul geometric al vârfului D' al pă- 
tratului, cînd baza OCD a.tráipezului se deplasează paralel cr cu 
AB, care rămîne fixă. 

Soluţie. 1. Pe o dreaptă se iau punctele E, F, G astfel ca 
EF = a, FG = b (fig. 2); se construiesc cercurile cu centrele 
în E şi G şi care trec prin F; se construieşte diametrul AEB 
“perpendicular pe raza EF; dreptele AF şi BF taie al doilea 
„cere în C gi D. Trapezul ABCD are. bazele. AB = 2a, OD = 2b, 
o Peona AC şi BD sînt perpendiculare s “trapezul ente isog- 


K ` 
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i 


cel pentru că AD = BC, ca ipotenuze în triunghiurile drep- 
tunghice egale AFD şi- BFC. ` `.: | l 

2. În triunghiul dreptunghi AFD, aria pătratului construit 
pe ipotenuza AD este egală cu suma ariilor pătratelor cons- 
truite pe câtetele AF şi DF, adică cu suma ariilor pătratelor - 


APBH şi CFDK; la fel, aria pătratului construit pe latura 


Fig. 2 Fig. 3 


Mg AD, este egală cu suma ariilor pătratelor APBH și 

"Pe de altă parte, pătratul construit pe baza AB ca latură 
este egal cu pătratul circumscris primului cere şi aria lui este 
egală cu dublul ariei pătratului înscris AFBH, iar pătratul 


construit pe baza OD ca latură este egal cu pătratul circumscris > 


cercului al doilea şi aria lui este dublul ariei pătratului înscris 
CFDK, de unde rezultă, prin adunare, ceea ce trebuia de- 
monstrat. 

O altă demonstraţie este următoarea : 


AD? + BO = 2AD? = 2 (AF? + DF?) = 2 (AFE? + EP? + 
l + D@ + QF?) = 
= 2 (@ + a? + b? + b?) = 4 (a? + b?) = (2a)? + (2b)? = 
= AB? + 0D. 
3. Dacă AB rămîne fixă, a este constant gi triunghiul AFB 
este fix: b = FG este variabil, deci punctul D descrie dreapta 


fixă BF, iar O dreapta fixă AF, baza OD rămîne mereu paralelă 
-cu AB (fig. 3). | bi 


* deci 


Dacă b = 40, FG = 0, D saddi cu F, iar virful D; al pă- 


E tatutu Acu ni pe latura AF este situat pe dreapta -BF 


astfel că FD, = AF, deci triunghiul dreptunghi AFD, este 
isoscel, adică A FAD, = 45°, AD = AP Vă 2. Dar XBAF = 4%, 
deci X BAD, = 90°. 

Cind b = FG are o valoăre oarecare, fie D’ vîrful pătratului 
construit pe latura AD; triunghiul dreptunghi ADD’ este 


isoscel, adică % DAD' = 45, “iar AD' = ADY. 
Triunghiurile AFD şi AD:D' sînt asemenea, căci: 
- FAD = 45 — 3 DAD,, iar X DAD = 45 — x DADo, 
deci l 
x FAD = x DAD". 


- Iar 
AD', = AF Y2, AD' = ADV2. 
AF 40 
AD, AD’ 


prin urmare cele două triunghiuri sint asemenea pentru că ele ` 
-au câte un unghi egal cuprins între laturi proporționale. 


Rezultă 
să x ADD' = x AFD = 90. | 
-Dar am văzut că BAD, = 90%, deci dreapta DD” 


"este paralelă cu AB, ceea ce revine a spune că vîrful D’ descrie 
- o paralelă la dreapta AB, distanţa AD, fiind egală cu AB = 2a. 


1.9. Fiind date două cercuri (0) și (0”), să se găsească locul 
geometric al centrelor cercurilor (K) astfel încît coardele comune 
AB și A'B' la (C) şi (E) de o parte, la (C') și (K) de altă parte, 
să fie diametri'ai lui (E 

Soluţie. Fie O gi 0' centrele cercurilor (0) şi (0' ) iar w 
~ centrul unui cere (K). Avem: wA X oB = wA' x oP’, 

punctul «w are deci puteri egale față de cercurile (0) și (0), 
prin urmare aparține axei lor radicale (fig. 4). 
Din însuși enunţul problemei reiese că orice punct w ål locului 
geometric se află atât în interiorul cercului (0) cât şi în inte- 
„riorul cercului (0), deci, dacă ne mărginim numai la punctele 
reale, locul geometric se comping din coarda comună a cercurilor 
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vez 
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( 


í 0) (0), mărginită de puinețele ei de intersecție cu 'eele doriă 
“cercuri, -. A 


- Reciproc, presupunină cause (0), (0%) secante; fie œ un 


„punct oarecare de pe coarda lor comună, situat în interiorul 


celor două cercuri. Perpendiculara în œw pe Ow taie cercul 
(0) în A lgi B, iar d li ae în w pe 0'o taie cercul (0) 


sînt peun cere (E ). În adevăr 
avem... .- 
oA xoB = oar xoB’. 
Dar | 
l wÅ = En vA’ = aB', 
deci. =. $ 
O 6A? = 04%, oA = od’, ` 
Fig. 4 = AB=AB. 
Figura ABA'B' este deci un dreptunghi cu centrul în o, 
cercul ABA'B' este deci un cere (K). | 
„Lucrul acesta se vede ușor pe cale de geometrie analitică. Fie 
x? + y? — 2az — 2by + e = 0, z + y? e 2a'x — 2b'y + e = 0, 
z? + y? — da — 28y + y = 0, 


ecuațiile deseurile (C), (C°), (K) in raport cu un sistem de axe dreptunghiu- 
lare oarecare. 
Axele radicale ale cercurilor (©, (C’), (K) au acnățiite: 


pi Sp Aa) Ape AS 
2(« — a)r + 2(B—b)]y +e- y=0. . 
` Scriind că aceste drepte trec prin punctul (œ, B), centrul cercului (K), avem : 

2(a — aja +2 (8 —b)B +e- y= 0. 
2(« — a) +2(B—b)B +e- y=0. 

Eli mirind pe, y prin scădere, rezultă : į 
2(a—a)a + 2 (b —b)B +e —c=0. 

Deci punctul (a, B) verifică ecuația: - ' 
2 (a — az + 2(b — b) y + e — c= 0, 


care reprezintă axa radicală a cercurilor (C) şi (C”). Proprietatea este deci com- 
plet demonstrată. 
Dacă acum condi dee trei cercuri (C), (C°), (C %, putem enunța. pro- 


prietatea : 


Există un cerc (£) şi numai unul, astfel ca axele lui raicdte cu fiecare 
dintre cele trei cercuri să fie diametri ai lui (K). 
Proprietățile de mai sus se extind fără nicio dificultate „pentru cazul a două; 


a trei sau a. pateu sfere. 


în A',B'. Punctele A,B,4',B' ` 


o i ABSa se afle laturile mu triunghi 1so80cl,  cumbăoână ` 


mediana și înălţimea. duse dintr-un vîrf al bazei, pe-una dintre a 


laturile egale. - , sig E 
=. Soluţie. Fie: ABC triunghiul isoscel, D,.H, H’ -picioarele ` 
„înălțimilor duse respectiv dir A, B, C, fie M mijlocul laturii. 
-e AO (fig. 5). Însemnăm BH =hħ, BM =m, AB = A0 = y; 
`; : BU=a. Teorema medianei he dă de d a 


m = -V2 a =, 
am VIE 
„Aceasta este una, dintre 
„ecuaţiile problemei. Înălțimea: | 
„"AD.este dată de formula -.. 


AD = PE al. | 
Yo 4 o DO 


© Calculînd în două moduri 
aria triungliiului ABCO, avem 


Aceasta èste a doua ecuație a problemei. Ea 
Avem deci de rezolvat sistemul de două ecuații 


3 Vo pi. = 2m, zVâyi— a == 2hy, 
cu necunoscutele æ Şi y. Prin ridicare la pătrat, obținem sistemul 
2g? + y? = 4m, (4y? — x?) = 4h?y?. 
„ Eliminînd pe y, avem ecuaţia în œ 
o W(I6m? — 8T? — x?) = 4h?(4m? — 209), 
sano | i | 
He 9w — 8 (2m? + hèja? + 16h2m? = 0, 
care este o ecuaţie bipătrată. Prin rezolvarea ei obținem : 
5 ae 4 (2m? +4?) EAEE 
e a a 


“m EA 


sau | : . pn | 
L Stă 4 l i i i ` — să Diet 
a= Fem? + r + V(2m? + hA 9mh). 


Sopa i a apa y er 


“iertam că og 
„em + ha) — 9m2h2 = 4mâ — Smh? . + hi= 
= (m? — k?) (4m? — h2) > 0, 


deoarece m > h şi a fortiori 2 m > h. | 
Valorile găsite pentru z? sînt; deci reale ; mai observăm că ` 
2m? + h > Y (2m? + h} — 9mh, 


deci valorile găsite pentru œ? sînt ambele pozitive. 
Ținînd seama că æ este o mărime pozitivă, avem 


2 = zy 2m? + h? + Y (me F h) — Smile. 
Deducem apoi cu ușurință | 
y = zom — k F 2 V(2m2 + r) — 9mh? 


Semnele superioare din cei doi radicali se corespund, tot 
asemenea cele inferioare. Avem deci douğ triunghiuri care 
răspund problemei propuse. 

Să dăm acum o construcție geometrică a triunghiului ABO, 
„pentru care cunoaștem elementele m, h și vom vedea că găsim | 
tot două triunghiuri deosebite. Presupunînd construcția făcută, 
observăm că punctul H se află pe cercul de diametru BM. A 
Fie N al doilea: punct în care acest cere taie latura AB. Seg- 
mentul MN este paralel cu OH’ şi egal cu jumătatea lui, 


h 
adică cu ri 


Acum construcția triunghiului este imediată. 

Pe un segment de dreaptă BM = m ca diametru, descriem 
. un cerc. Din punctul B drept centru şi cu raza k trasăm un cere 
care taie primul cerc îh două puncte H, H,, iar din punctul M 


drept centru şi cu raza = trasăm un alt cerc care taie primul 


cere în două puncte N şi N’ (fig. 6). 

Dreptele BN, MH se taie în A, iar perpendiculara din B 
pe bisectoarea unghiului BAM determină la intersecţia cu MH 
vîrful C, A BO este unul dintre triunghiurile cerute. 

Dreptele BN’, MH se taie în A’, iar perpendiculara din B 
pe bisectoarea unghiului BA'M taie pe MH în O’. Triunghiul 
A'BO' este. a doua soluție a problemei. 
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E a fa. a. 


Ta Tnlocùinà în construcțiile precedente punctul H cu punctul 
- -Hy obținem alte.două triunghiuri egale cu-cele două găsite 
„mai sus și anume 'simetricele lor față de dreapta BM: Avem 


Fig. 6 


deci numai două “triunghiuri distincte ca mărime, așa cum 
am găsit şi prin calcul. A 


1.10. Fie ABO un triunghi dat. Luăm pe laturile BO, CA, 
AB punctele A', B', 0' care să le împartă respecti» în rapoartele 


Au, v. Să se afle raportul dintre ariile triunghiurilor A'B'0" 


şi ABC. Condiţia ca punctele A', B', C' să fie în linie dreaptă. 
Soluţie. În raport cu două axe perpendiculare, fie (2, Y1) 
(£a Ya), (Vs; Ya) coordonatele punctelor A, B, C. Dacă ^, p, v 
înseamnă rapoartele | l 
D AB BC CA 


A'C? B'A? CB) 


în mărime şi în semn, atunci coordonatele punctelor A", B, C 


sînt respectiv 


t i Ba Aa O __ Ve — Ns Caut > i Vata 
Li = < 1 = — Bo = Vo => | 
mGa] y lek? dae e y Tar? 
Li — yr, i — y R 
£ = A z ys =” LAR 
1—v 1—vy 
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Dacă iniemnäm cu s, E ariile imaginilor AR: 0", 480, 


putem serie i | 
à o — AI: te — Au 1 E 
. i fe ue L=) 
og — | 28h tab 3 | a 
1- p. 
Tı — VTa ' . Yi — VUs i. 
| Tagit e Ty 
La — Ag Ya — Ms 1—A. e a bor e 


Gs — ui Yz — lL-—u 
Bı — Wa — WY ly i că 
CL DL = (=) ti: 


a Aa 1). 0 1 —A 
La Va 1| X] — p 0 1 
3 Ys 1 1 — y Q 


| (1 — A) (1 — p) (1 y). 
- Observând că penultimul determinant are valoarea 25, 
iar ultimul valoarea 1 — `Aüv, o a i E 


E = (1 — Apa) — AU — e) (L — v). 
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Cazuri particulare. Dacă A", B’ ,C' sint mijioaedia laturilor `.. 

BC, CA, AB, avem is, 
s 1+1 sA r, 7 

| s AFFF 84 S 
l Dacă 4’, B’, C’ sint Pi bisectoarelor interioare ale ttanghiului. ABG, 


avem A = — =, u= — ZE maria 2 unde a, b, c sînt laturile triunghiului | 
ABC, deci | 
i ] So 2abc , 
= S (a + b) (b + c) (c + a) 
Dacă A’, B’, C' sint picioarele înălțimilor triunghiului ABC, atunci 
. ctg B l ctg C ctg A ' 
A=- u= — y = — , deci ` ' 
ctg C A ctg A" | ctg B` i 


r 


s = 2 cos A cos B cos C. 
S 
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Si - Dacă 4; B, C sint i pietei de dântaat ale cerbuitui. inscris, în iunie i sA: 
f ABC -cw laturile BC, CA, AB, ayeme o i 


deci | 
S 2R i 


Pii ca punctele A’, | B', o să fie coliniare este necesar 
și suficient ca Ay, = 1, adică | , | 


; t3 


(48) (Be [ea Et 
ac) (B'A) \CB p ? 
adică tocmai teorema lui M E EI, 


(Am exclus cazul în care à, p pau var fi :00, căci unul dintre - 
„ punetele A', B', C' ar coincide cu un vîrf al triunghiului ABC). - 


i “Observ aţie. Relaţia de mai sus se menţine şi în spaţiu, înlocuind k 
triunghiul ABC cu un patrulater strimb ABCD, iar ariile S',S cu volumele a ; 
două tetraedre. 


E cd 1.11. Se dă trapezul ABOD în care: cad mică AB = a, 

: înălţimea este h, ctg X ADCO = 1 şi ctg X BOD = y. 

S Pe laturile neparalele A:D gi- BO. se construiesc pătratele 
~ ADD'A' şi BOC'B’. Se uneşte A' cu B' gi în mijlocul M al 
laturii AB se ridică perpendiculara pe AB, care întâlnește dreapta i | 
AB în punctul N. i 
„11. Să se arate că N este mijlocul lui A'B' şi că 


UN = să DC — AB, 


2. Bă se arate că A'B’? = a2+ Ahd + ha + du — VP] și 
că aria figurii ABB'A' este egală out pts +h), 


sai ` Soluţie. 1. Din A şi B se duc înălțimile AP și BY. Baza, | 
~ ` mică AB se prelungeşte la ambele capete şi pe aceste pre- 
„— vingiri se proiectează vîrfurile A şi B' în S şi T. Se observă ... 
: că triunghiurile A'SA şi DEA sînt egale; la fel triunghiurile 
. B'TB şi OFB, ca triunghiuri: dreptunghiuri cu ipotenuzele 
“respectiv egale şi unghiurile respectiv egale (unghiuri: cu laz Ae 
urile: perpendiculare): Rezultă că: | o f 


Ta E 48 = ABc h și 48 = DE. = ha 


D precum şi 
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BT = BF =h şi B'T = CF = hp; 
deci za e ` : 
AS = BT. 
Figura A'STB' este un trapez dreptunghi cu laturile ne- 

paralele ST şi A'B'. Punctul M este mijlocul laturii ST, iar 
dreapta MN este paralelă la bazele A'S şi B'7 ale trapezūlui ; 
dreapta MN întilneşte latura A'B’ în mijlocul dcesteia.. Punc- 
tul W este mijlocul segmentului A'B'. 

= Tot din trapezul A'STB', avem 

2MN = A'S + B'T = DE + CE = DO — EF =D0 —AB. 


2. Din A’ ducem paralele A'P la 87. În triunghiul drep-- 


unghi A'PB' avem A'B”? = A'P? + PB”, însă 


AP = ST =hħh4 a +h =at 2h, 
PB = B'T — PT = B'T — ARE heni 


Deci A'B'2 = (a + 2h)? + h? (u—A)? = a + 4ah +R? [4 + 
+ (u — A]. 

Aria ABB'A' = aria trapezului STB'A' — (aria SAA' -+ 
+ aria TBB’); 


2 aria STB'A4' = (B'7 + A'8) x ST =h (u + A) (a + 2; 


2 aria SAA' = SA Xx SA' = hA; 
2 aria TBB' = TB x TB’ = ky. 


Deci 2 aria ABB'A' = h (u + à) (@ + 2h) — (hà + ku) = 
d =h (à + u) (a + h). 


1.12. Se dă un triunghi ABC și un punct mobil D care de- 
scrie, din cercul O circumscris triunghiului, arcul BO pe. care : 
nu se află vîrful A. 

1. Să se arate că mijloacele laturilor AB, BD, DO şi CA 
formează un paralelogram P. 

2. Să se găsească locul punctului comun diagonalelor acestui 
paralelogram, cînd D descrie arcul BO. 

3. Să se deducă din construcţia locului precedent, teorema : 

Dreptele care unesc mijloacele razelor OA, OB, 00 ale cer- ` 
cului O circumscris triunghiului ABO, cu mijloacele A', B', 0' 
ale laturilor BC, CA, AB, sînt concurente. 


"4. Bă se exprime aria paralelogramului P în fumoţie de 

=. yea R a cercului O, de unghiurile triunghiului. ABO şi de un- 
© ghħhiul o= X% DAC. `= îi F : 
„5, Bă se deducă maximul acestei arii cînd D descrie arcul BO. 

„.- Soluţie: 1. Însemnăm prin D',D” mijloacele laturilor BD, 

DO, prin M mijlocul lui AD şi prin P mijlocul lui A'M (îig.7). 


Fig. 7 


_ Laturile B'O’ şi D'D” fiind paralele și egale (ambele sînt 
paralele şi egale cu = ), rezultă. că patrulaterul B'0'D'D” este 
"an paralelogram.. Centrul acestui paralelogram este mijlocul 
- diagonalei B'D'. i 
, 2. Patrulaterul A'B'MD' este giel paralelogram, căci are 
laturile A'B', MD’ paralele şi egale (ambele sînt parălele şi 
„egale cu = ). Centrul acestui nou paralelogram este mijlocul 


" diagonalei B'D' sau al diagonalei A'M. În definitiv, centrul 
+ pamadelogramului B'0'D'D'” este punctul P, mijlocul lui A'M. 

l Punctul M este proiecția punctului `O.: pe dreapta AD,. 
„deci M aparține cercului de diametru OA. Notăm cu 0'0”, 
O“ mijloacele razelor OA, OB, 00...Cînd punctul D descrie 
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N 


a ad 


arcul BO, Sp u doile Hal .0'0B' al careului O' (cercul . 
de diametru: 04), iar. punotul P. (arie, omoteticul - acestui arc 


în raport: că omoletia A' (5 
Putem arăta acest lucru şi fără a face uz zde figuri omotetiice. î 
M_ R 


în àdevăr, fie o mijlocul lui 4'0’. Avem: oP = m, 


deci punctul P se află pe cercul cu centrul d şi raza ei . Dacă 


a, B, à, sînt mijloacel laturilor .B'0, C'A’, A'B, ‘atunci, 3 
dacă D descrie arcul BC, punctul P descrie arcul BE al cer- 


cului de „centru w și rază 2, | | PE 
Cercul ( 0, — a) trece şi prin mijlocul lui 0A'; însă puietul 7E 


O este PE Mn triunghiului A'B'0', deci cercul precedent 
are trei puncte confundate cu cercul lui Euler al triunghiului 
A'B'O', aşadar se confundă cu acest cerc. În rezumat, locul 
punetului P este arcul 6 Py din cercul lui: Buler al triunghiului 
complementar A'B'C'. 

| 3. Din cele de mai sus se vede că dreapta.4'0' trece prin .. 
centrul cercului lui Euler al triunghiului A'B'0'. Rezultă, 


din motive de simetrie, că şi dreptele B'O”, C0C'0'"' tree prin i 


punctul w. 
4. Aria paralelogramului B'C'D'D” a. evident, — din. | 


aria patrulaterului A BOD. Dar : aria ABCD = BO x a X. 


xsin u, unde u este unghiul diagonalelor, u = C + o. 
Din triunghiurile ABC, ABD, avem BC =2R sin A, 
AD =2R sin (B T w). Deci : 


aria ABCD = 28? sin Asin (B + o) sin (0 + i w 
Aria Èa paraJelogramului B'0'D'D" este deci : 
X = R? sin A sin (B + 5 ji O &). | 


5. Dacă înserriăm : y = Sin (B + D sin (C + w), aveni . 
pentru derivata lui y în k raport, Cu’ O, EE 


y' = sin (B +°C To 


. v 


. AnA PINE iz, 
i Ce Ma ADA pi 
; aa ajuta RER ate ami iata DES, a 
f 4 i fu 
` 
a 


Bais y" = i 9 sănii. ca, rădăoni : z ae 
E180 BC i: E- prieta, 
n2 


o aoo F iai 


E fiind un număr întireg.- Deoarece | (A) < A, rezultă : 
e =f) x 180° + 4 < 24A, (k — 1) x 180 <A Pa 


S Deci 4-11, k<2. Ada avem k=1 şi k = 2. 
` Pentru E = =], avem a. i , derivata a doua a lui y este : 2. 


ry- 2 cos (B +0 +20); y’ {4 j= 2c0s(4+B4+0)= aa 


== 2 < 0; deci pentru w.= a avem. un maxim : 


di nans Tis an (24 2) sin (o +4): 


G “Pentru k : ==. 2. avem w = 90° + z? 


A 


Pa 


l on : FA | yr (90° A = bis 2 cos (4 + B + c ZA 180) = 


|) 
'=2 _COS 360° = 2 > 0, 


deci în acest caz y ar avea un minim. Dar acest caz nu este | 


` posibil, căci ar trehui ca : 
iata i 


90° pai a < A, deci ar razali A > 180°. 


- Aşadar, maximul ariei X are loc atunci i cînd AD coincide 
Teu, bišectoarea interioară a unghiului A. dă 
Această chestiune de maxim o putem studia, şi direct, fără 
„ă folosi derivatele. În adevăr, aria paralelogramului B'0'D'D"” 


“fiind £ 5 din aria patrulateruhii ABCD, este de àjuns să cãu- 
'tăm masinal atestei arii; Însă aria patrulaterului A BOD 


se compune din aria triunghiului. fix ABC și a triunghiului 


variabil DBC. Problema revine deci la căutarea: maximulii 
_ arii triunghiului DBC. Baza BO a acestui triunghi fiind fixă, 
aria sa va fi maximă atunci cînd înălţimea corespunzătoare 
va. fi maximă. Aceasta. se întîmplă cînd punctul D ajunge în 
„mijlocul arcului BC, deoi cînd AD este bisectoarea interioară 


a onein A, 


d ` 


T% 


2Ţ | 


i S^ : a ăi 

Observaţie. Teorema de la punctul 3 este adevărată pentru orice punct 
O din planul unui triunghi sau dinafara planului triunghiului. Ea se poate enunța 
astfel: fie ABC un triunghi, A”, B’, C’ mijloacele laturilor BC, CA, AB iar 
O un punct arbitrar în planul triunghiului sau În spațiu. Se înseamnă cu A”, 
B”, C”, mijloacele segmentelor OA, OB, OC. Dreptele A'A”, B'B”, C'C” sint 
concurente. 

Presupunem întii cazul în care punctul O s-ar găsi în planul triunghiului 
ABG. Observăm că patrulaterul B'C'B”C” este un paralelogram căci laturile 
B'CG' şi B”C” sint paralele şi egale. Dreptele B'B”, C'G” au deci acelaşi mijloc, 
punctul œ. Considerind apoi paralelogramul C'A'C”A”, conchidem că şi seg- 
mentul A'A” are ca mijloc tot punctul œ. În rezumat, dreptele A'A”, B'B”, 
C'C” se taie în acelaşi punct w, care este mijlocul fiecăreia dintre ele. Punctul 
« este centrul unei conice care trece prin cele şase puncte A”, A”, B’, B”, C’, C”, 
Dacă O este ortocentrul triunghiului ABC, această conică este chiar" cercul lui 
Euler al triunghiului ABC. 

Dacă punctul O este în spaţiu, se arată la fel că patrulaterele B'C'B"C“,: 

/ G'A'C”A”' sînt nişte paralelograme, deci dreptele A'A“, B'B”, C'C” au acelaşi 
mijloc œ, adică sînt concurente. Punctul œw, se dovedeşte, este centrul de greu- 
tate al :tetraedrului OA BC. În acest caz, teorema se enunţă și astfel: Intr-un ` 
teiraedru, dreplele care unesc mijloacele machiilor opuse trec prin centrul de greu- 
tate al tetraedrului. 


1.13. Pie ABO un triunghi echilateral înscris în cercul de 
rază R, fie M un punct variabil pe arcul BO şi P punctul în 
care bisectoarea unghiului BMO taie latura BC. Din P se due 
perpendiculare pe dreptele BM şi OCM, care taie pe CM și BM 
respectiv în R şi T. 

1. Să se demonstreze că triunghiul PET este asemenea cu 
triunghiul ABC. 

2. Să se arate cum variază raportul de asemănare al acestor 
două triunghiuri cînd M descrie arcul BC. 

3. Să se afle aria triunghiului PRT în cazul în care raportul 
de asemănare este maxim. 

Soluţie. 1. Patrulaterul PRMT avind X R = 90° este ins- 
criptibil. ‘De aci deducem & P = 180 — XM = 180° — 120° 
= 60° şi, întrucît mai avem PR = PT, triunghiul PRT este 
PTA şi cu un unghi de 60°, deci echilateral. şi asemenea cu 

BO 

2, Damar cercului PRMT este MP, iar al cercului 

ABC este 2R, deci raportul de asemănare al triunghiurilor 


PRT și ABO este X2. 


Acest raport i proporţional cu MP şi cînd M descrie 
arcul BO, lungimea, MP crește de la valoarea zero la valoarea 


IE. -pe care o ia cînd M ajunge în mijlocul arcului BC, apoi 


:28, 


pi 


` desoreşte din nou i pink la, aliata. zero ; valoarea, maximă a 
„ Xăbortulti, de: AMIN DARE este. deci. egală, cu — x3 —— -=L ; 


„8 În acest caz, aria triunghiului PRT iza A di E 
| i biti aria triunghiului ABO adică A x ag R a em, i 


114. Pie ABO un triunghi din planul P, în care înălțimea 
ÇE = d împarte latura AB =! în raportul = —. Acest triunghi 


feste pţoieoția triunghiului ABD din spațiu, fie OD = h. 

1. Să se calculeze distanțele AD şi BD. 
2. Prin punctul F situat pe dreapta AD şi la distanța AF =a 
e duce un plan paralel cu P. Se cere distanţa dintre aceste două 
_ plane. 
i Soluție. 1. Din teorema celor trei perpendiculare, rezultă . 
„că DE este perpendiculară pe AB şi DE? = đ? +2. Avem ` 


AE m AE m 


EB n?’ AE+EB m4n 


? 
AB = ml : EB = nl 
“m4n’ ~ m4n 


Din triunghiurile dreptunghice DEA şi DEB rezultă: 
| AD? = DE? + EA?, BD? = DE + EP?, 


AD = + + ME ar ADE fala) Ei Y aaa 
(min? (min 


+ 2. Planul dus prin F paralel cu P taie dreptele Z DB şi DO 
„în Gşi H; distanţa căutată este CH. Avem | 
__ AF x CD 
ap ’ 

E A pal A OU ne, 
Vm + n) (dè + H) F mie, 
L 15. Pie cercurile O şi O', secante în A și B, de raze R gi E ; 

prin A şi B se duc două secante paralele CAC’ şi DBD”, fie C; 


-D şi 0', D' intersecțiile lor ou cele două cercuri. Să:se arate "oo 
1. Figura ODC'D' este un paralelogram. . 


i 29 


a. do CD = consta | 

i Mijlocul M al i OD şi mijlocul. m A a lui, oo descrise. 
- cercuri conceùtrice cu O şi O' respècti ;:coroama circulară: cuprinsă 
între cercul O şi cercul (M ) are aria egală cu coroana circulară 
cuprinsă între cercul O’ şi cercul (M') şi este egală cu aria cercului r 
de diametru AB. 

' Soluție. 1. Dreapta 00' a centrelor taie cercul 0 în Psi N," 
cercul O' în N' şi P’, iar coarda AB în Q. "Arcele, CD prne intre 
o “coarde paralele, sînt egale : l 


are OPD = are ANB, are 4N'B = a arc CPD , 
Rezultă A ACD = X CAB în cercul O, ca avind aceeaşi 
măsură; XA0'D' = & C'AB, în. cercul o. “Dar unghiurile 


-CAB şi "BAC" sînt suplimentare, rezultă că şi unghiurile DOA. 
“și A0'D' sînt suplimentare, adică în patrulaterul DOC'D', 


| unghiurile din 0 şi 0’ sint suplimentare, adică DO este paralelă, o 


„cu Do! şi patrulaterul este un paralelogram. 
"2. Patrulaterele DOAB şi BAC'D' sînt trapeze isoscele, | 
-deci OD = AB =0'D'. 
8. Avem evident OM = 0Q = constant, deci punetul m. 
descrie cercul cu centrul în O şi raza OQ ; la fel, 0M =0Q = 
5 T punctul M’ descrie cercul cu centrul în O' şi raza. 


Avem 
| QA? = 04?—00%, QA? = 0'A?—0'Q?, 
sau i A 
z R? — TOM = n R? — 20 dr = zt - 


1.16. Se dau două cercuri O și O' care se taie în punctele A şt 
‘`B. Se duce prin A o secantă arbitrară care întâlmeşte cercul O 
„în, P şi cercul O' în P'. Pe mijlocul segmentului de dreaptă PP 
se ridică o perpendiculară care taie coarda comună AB îm I. 
Drepiele IP și IP’ mai taie cercurile date O şi O' în punctele Q şi Q. 

` 1. Să se demonstreze că IQ = IQ'. 

2. Să se deducă de aici că QQ’ este paralelă cu PP'. 

3. Dreapta QQ’ mai taie cercul O în A şi cercul O' în R. Să. 
se dovedească relaţiile : 


PQ = AR = AR' = P'Q, Q'R = AP, QR = AP. 


i 4. Să se determine „locul centrului, cercului circumscris - tri- | 
unghiului BPP, cînd secanta EE se învârteşie în jurul pune- 
tului A. D 


"30 


aceeaşi putere față cu 


` Iu îi este şi mediană şi - 


' reduce la IQ = IQ’. 


© IP=IP', IQ=IQ' - 


„dreapta QQ’ este para- 


:. iS086el, deci - 
E i PQ = P'Q'. i yer Fig. 8 | l i 

` Pedealtă parte, patirulaterele inscriptibile APRQ;, AP' R'Q’, 

- avind câte două laturi opuse paralele, sînt şi ele trapeze isoscele, ` 


= 3 i a : Ei s“ 


x 


fi 


-ioare ale același: triunghi. 


7 


„a.  Soluție. Notăm. cu yu mijlocul segmentului de dreaptă 

` PP", cu Q centrul cercului circumsoris triuhghiului BPP’, cu - 

. Q’. centrul cercului înseris în acelaşi triunghi, ca: M, M’ mijloa- 
“cele arcelor AB din cercurile O: şi O' respectiv : (fig. 8). 


p. 


1. Punctul I, avînd 


"cercurile O și O”, rezultă 
IP XI1Q = IP' x IQ: 
Dar triunghiul IPP’ 
este isoscel, căci dreapta 


înălțime, deci IP = IP’. 
Relația precedentă se 


„2. Relaţiile 


I 


„lelă cu dreapta PP’. 
“3. Triunghiul IPP' 
fiind isoscel şi QQ’ fiind 
paralelă cu PP”, ur- 
mează că patrulaterul 
PP'Q'Q este un trapez 


deci. PQ = AR, P'Q' = AR, de-unde șirul de egalităţii . 
A PQ=AR=AR'=P'Q. l - ` 


Observăm apoi. că x P'AR' = ă P'PI, deci dreapta AR" 
. este paralelă cu PQ. | 


La fel x PAR = x PP'I, deci dreapta AR este paralelă 


„cu PQ 


Li 


Rezultă că patrulaterele APOR', AP'Q'R sint paralelo- D 


grame, deci QR' = AP, Q'R= AP". 


/ 


SE > 


„5, Să se “găsească. locul punctului comun bisectoarelor inte- SR 


Li 


4. Să noţăm are AMB = = o, are je aie. =, Centrul 


Q al cercului circumscris triunghiului BPP’ se află la intersecția 
perpendicularelor duse din O şi O’ respectiv pe coardele BP şi - 


BP'. Rezultă că 
pa _<X.000' = 180° — XX PBP. 

Dar x PBP'= 180 — = APB —«&AP'B = 180 

Deci | 


| xX 0Q0' = (a + œ’) > ct”) | 


Ond secanta PP' se învîrtește în jurul sn A, arcele 
a Şi a rămîn, evident, aceleaşi deci : 


x 000' = E + ata) — constant. 


Locul geometric al Sep O este deci segmentul de cere 
trecînd prin O şi 0' și capabil de unghiul —— oaie d) z a: 


Cercul întreg din care face parte acest ce ETER natural. 


prin punctul B, căci x OBO’ = 180° — (a t (e + x), 


5. Punctele M şi M’ rămîn fixe în TEA rotației secantei : - 


PP" în jurul lui A,iar x MOM! => PO'P' = 180°— eta) — N 


= constant. 
Deci locul lui Q’ este segmentul de cerc care PER prin 


punctele M şi M’ şi este capabil de unghiul 180° — (a ate) a”) 


zi (x+ a’). 
2 


u 


Cercul întreg din care face parte acest segment trece şi e] | 


prin punctul B, căci x MBM' = (a + a) + a’), 


1.17. Într-un ezagon regulat ABODEP se duc agonal | 


AC, AE și BF; fie M și N punctele în care diagonala BF taie 
respectiv diagonalele AC şi AE. Ce relaţii există între segmentele 
BM, MN, NP? 

. Soluţie.. Triunghiul A.M B este isoscel pentru că unghiurile 


din A și B sînt egale cu 305, la fel pentru triunghiul ANF, deci 


BM = MA şi AN = NF. 


' Dar triunghiul. isoscel A MN :este. echilateral pentru că : 
unghiul din vîrful A are ca măsură jumătatea, arcului ODE, 


i 


82: 


g 
pn 


deie éste a cu- 60°; ezită ai= a x= : NA. Din ultimele 
` eealităi deducem 4 


RA | O BM=MN=NP, > | 
e adică fiecare dintre aceste trei segmente esté egal cu: o treime 


din diagonala BF (vedeți o aplicație -a acestei proprietăți la 
`~ problema II.16). 


| ul 18. Se dă un segment de dreaptă. AB. Prin, estremitățile g 
> Aşi Bale acestui segment se due. perpendiicularele AX şi BY pe 
dreapta AB.. mi 
a - Prin punctul I mijlocul segmentului AB se duce 0 “dreaptă P 
i oarecare, care taie dreapta AX în P şi dreapta BY în N. 
“Să se arate că triunghiurile API şi BNI sînt egale. | 
2. Prin punctul I ṣe duce- perpendiculara pe dreapta PN, . 
A perpendiculară care taie dreapta AX în punctul M și dreapta. 
` B Y în Q. | 
„=. Să se arate că triunghiul MNP este isoscel. 
8. Să se arate că MN = AM + BN. : 
„4, L fiind punctul de pe MN astfel ca 


_LM= AM şi LN =BN, 


„17 BÜ 86- Tarate că triunghiul. ALB este dreptunghi în L. . 
E eo B> Să-se arate că oricare ar fi punctul M pe AX, dreapia MN a 
~.. este tangentă la un cere fiæ. 
. Soluție. 1. Triunghiurile IAP. şi 7 BN sînt egale pentru că 
sînt dreptunghice respectiv în A și B, au câte un unghi ascuţit 


"egal, &x AIP = &: BIN ca opuse la vîrf și au cîte o catetă A 


„Semi TA = IB, prin construcţie, 


Sa arată la fel că. triunghiurile IAM şi 188 sînt egale. Bon 


E îi "2. Priuhghiul NM P este isoscel cu vîrful în M pentru că 
UL este înălţime, prin -construceție,- și - mediană; deoarece IP =, 


A peT IN ca ipotenuze egale ùr triunghiurile egale de la punetul 1. < să 


Ea la punetiil . 1, deci! MN =.MA:+ BN.. 


- iind isoscele ta N, au bazele: M Q şi LB. paralele, ui 


> Se, arată la fel că triunghiul MN Q. este isoscel cu virful de 
TA s 


-= ‘iriunghiul, NMP fiind. isoscel, -UN = U Hi 
N Ei AR; dar AP. = BN ca laţuri egale în. triunghiurile egale pona 


r4. Ttiunghiurile NM P gi EMA! fiind igoscele . în M, "a d i iei - 
:: pasele NP și: LA paralele ; la fel, triunghiurile MNQ şi INB G 


o: "Urimează că unghiul format de .bazele LA și LB este RIR a i A ia 


+ 'eu'unghihl'format de bazele N Ë și MO ; însă, prin. construcţia. de 


i a oea 2k EN P. kk Mu Q sint Derpendieolere, deci lea Anamo i da 


- 


săi 5,  miianghiul ALB fină diegunglie în I; virful. A Be. 
-pat pe cercul T de diametru “AB şi cu “ centrul în I, deci: 
A = IL = IB. 'Triunghiurile IAM E IZA i shit t agale pentra. < 


și — ok ai laturile Tespectiv. egale, - 


RA pi IL, AM = Lui MI = ur; 


relia că, și E cor espunzătoare sînt egale, în Partieular 
LIAM =% ILM. Dar, prin . construcția, de la punctul 1, 
„XX IAM =.90, deci x ILM = 90%, adică dreaptă MN: este . 
perpendiculara, ridicată în L pe raza IL a. cercului Y deci: 
dreapta ÜN este tangentă în puietul L la cercul; r.. DEN 


Ein Ñ Pia 


1.19; sei înscrie- intr-un cerc (O) un Tino ABO. ag 
1. Să se determine pe arcul. BO;: care nu „conţină. pe A, ami- 


punct: A' astfel încât, luînd intersecțiile; Å, şi A, ale, agite 3 


în. A' la cercul (0). cu laturile AB şi AC. respectiv, triumgħiut: :. 
AAA, să fie isoscel cu vârful în A. . 
2. Ke consideră analog pietele pg şi: 0'- şi “iriăghigirilă 


 âsoscele BB,B,, 00,0,; obținute prin permutaria circulară av ` 
-literelor A, B, 0; să se- calculeze unghiurile triunghiului 48 0. fue 


“ 4m fumeţie "de unghiurile A, B, C'ale triunghialui-A BO: - 
- 83 Să se calculeze de asemenea unghiurile triunghiuhii ~ 
4” B” 0” format de intersecțiile dreptelor AsA;, B,Bay 40i- - 
"4. Punctele B şi O fiind fixe şi A: mobil pe cercul fia (0); să. 


e 00 găsească locul: punctului A”. 


- =, Soluţie, 1, Triunghiul AAA, fiind isoscel în A, bisedtoazea: . 


-ungbiului A este perpendiculară pe latura opusă Ares care prin: . 


ipoteză este tangentă la cerc; fie A' punctul ei de tangenţă 


- vaza. OA” fiine perpendiculară pe-tangenta A,A, , este paralelă - 


N 


Ooo ga 


"Gu bisectoarea unghiului A. Urmează că; punctul căutat A’ este - 
r ponora! în care rază OA", oupa ir cu bigectoarep aE 2 
„taie ařcūl BÒ; ; 


 uighiarilor 4. B, O tàie din nou cercul, fie I 7 panei de intera. a a 
„secţie al 'bisectoarelor. 'Triunghiurile OB 0', OCA’, OA'B' staţi. Pea e 
* isoscele pentru că OA! = OB’ = 00" ca xaze, “deci pute a 


Z1 230810 =. 4.2 = 4008, a 


„X3=ă OCA’ = = x 4 = ğ 040, o a 


3b = OA! B! = ESI = 4 OBAS n 


Dighinl BIC format de Piseptoarele BE şi câ tije. e egal < cu i e a 


ov 


aN 


l rangul 4 format de razele: OB Și oa, paralele cu  Diseotoarele, ag: 


+ deci Bae Ee al - pa 

ypo- ymo- BB RiR sii 

| =4fa 2 C O 2A+B4C_ A4180 E 

m - (aaa AR r - Ba m a 
aal 


în triunghiul isoscel B'00' avem | 
XI+ 2 +% BOC =180 şi x= x2, 


"deci . - o A e i E 


1 = a 2 = ae — 4. 


Prin permutări circulare avem în definitiv 


| „ai X2 = 45 — fe, Tac xt+xö = 90°— ae, 
za = ap ap iai uiti Sts 


TETE E x= %24 8 = 90 ttr, 


sau 
c, 
4 


A= E, B=45 +2, 0' = 45° + 
- Deducem %1 +x A =X3 +X B'= X5 +X 01900. 


“Aceste relații pot fi stabilite direct. Să eoori, de exemplu, 
diametral B'B, avem l 


OET XA +I BA e, 


pentru că arcul B'B,, fiind egal cu un semicerc, corespunde la un 
unei la centru egal cu 180°. ` ; 
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3. În ai tata BOCA", laturile 0 şi oo! fiind g por- | 
pendiculare pe laturile B'A” și C'A”, urmează că unghiurile 
opuse XA” şi X BOU sînt. suplimentare, adică | 


a 4" = 180°— 4 B'00! = 180° — (2 + 90° ) = 9-4 


Prin permutări circulare avem 


A" = 909 — 4 pe B" = 90° a2 , 0” SE pE. 
2 2 


4. Cînd vîrful A descrie arcul BAO, daei A rămîne 
constant, deci şi unghiul A” = 90°— £ rămîne constant, iar 


- laturile A”B' şi A”0' ale unghiului rămîn tangente la cerc, 
deci punctul A” descrie un arc de cerc situat pe un cerc concen-. 
tric cu cercul dat (0). 


1.20. Să se afle aria unui trapez căruia i se cunosc lua sd SE pu 
tuturor laturilor. 

Aplicaţie :a = 21,2m;b = 18,15m;c = 9,3 m; d = 10, 8m. 

Soluţie. Fie ABCD trapezul căutat, AB = = Q4 = baza 
mare. CD = b = baza mică, AD =c, BO = d. Paralela DE 
la BO taie baza mare AB în E, patrulaterul DEBO este un 
paralelogram, deci EB = DO =b, AE = AB— EB = &@— b. 

În triunghiul ADE cunoaștem lungimile laturilor 


a=AB=a—b, B=4D=¢, y=DE =0B=å, 
aria S a triunghiului este deci dată de formula 
8? = p (p—o) (p—B) (p—). 
unde 


_x+ By _a-—b+evăd 
2 2 


2 
deci | 
1682 = (a— b+e+ d) (—a+b+o+d) (a—b—c4+d) (a—b+0—8). 


. Pe de altă parte, dacă notăm cu h înălțimea DD’ a triun- ` 
ghiului ADE, suprafaţa S.a triunghiului este 


, 1682 = 4 (a—b)2ha 


g= AE x DD’ _ (a—b)h 
| a 


2 
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ON o3 


şi egăltnă vele două e expresii ale wi 1682, vdedubom salara E 
5 lai h, care este şi: înălțimea trapezului nostru, i iar aria A a tra- 


pazului este dată de formula A = = m în care înlocuim h cu 


vâloasrea, găsită, | > l 
- A={(a+b)j4 (a—b)} V(a—b+c+4)(—a+b+e+d)(a—b—c+d)(a—b-+c—d) 


p cau este aria A a trapezului în funcţie de laturile sale a, i 
b P 
; "Ò altă metodă pentru determinarea lui h este următoarea : aE 
_ ducem perpendicularele CC şi DD' =h. Din triunghiurile: - 
dreptunghice AD'D şi: BO'0 scoatem 


AD = AP?—=D'D?; 0'B? = BO— 0'0., 
AD' =V, 0'B= yF. 
Maaui AB = AD' + D'0'4+0'B, iar D'O = DO =b, 


m urmează 


a = Vaz + b + VE, 
adică necunoscuta h este rădăcină a ecuaţiei iraționale 
yazi + Vă i=a- 3, Tea 
care prin douš ridicări succesive la T devine 
02 + d? — 2h? + 2 V (ceh?) (d2—h2) = (a—b), 
4 (02 —h?) (d2—h?) = [ab ~a + 2P, +: 
Dezvoltäm parantezele, reducem în ambele părți termenii 
E AM —4(02 + 2) ei ulii 
și mai rămîne AP a 
40202 = (a — b) + (02 + d} + ahe (a — pp 2 (a=b) (4 a, 
[2ha—b)P=(a-b+0+4y(+4+b+0+4)(a—-b-0-+d) (1-b-+0—å) 
şi am regăsit valoarea. lui k determinată prin prima metodă. 
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An ciii particular al aplicației númeri e, avem | 
. @— =b +o+d= 28, 55. m, a + b = 45,95 m; 

'La+b+0+å4=11,65 m, a=b= 545 m, 
d—b—e d= 9,95m, 4(a—b)= 33,80 m, 
a—b+o—d= 6,95 m,- e e | 


__ 45, 


Spa 205 x 11,65 Xx 9,95 E 


` Ig A =g 45, 95 E 33,8 + ue 28, 55 +-1g 11,65 + lg 9,95 + 


4i 6 95) = = 1,662 29 — 1,528 92 + — -x 455 61 + 1,066 33 + 


+ 0,997 82 + 5 841 98). 
E A R A = 206,181 0.m?. 
L 21. Printr-un punct M situit pe latura AB a unui pătrat- 


dat ABCD, să se ducă o dreaptă MN astfel ca aria mapari 

AMND să ' fie egală cu o pătrime din aria pătratului. DES ni 
“Soluţie. Aria trapezului este Autona, iar aria. pă- pă 

tratului, AD; prin ii | g 
(AM + DN) x 42 = , deci AM+ DN mitici 


Bgalitatea găsită spune că, dacă însemnăm prin E mijlocul 
laturii DO, deci DE = = „avem AM + DN=DBsau 


AM + DN = DN + NE, deci AM = NE; 


dacă însemnăm cu P punctul de intersecție al dreptelor MN | 
şi AE, triunghiurile AMP şi EPN sînt asemenea pentru că au 


unghiurile egale, raportul de asemănare fiind egal cn =: 


deci triunghiurile sînt egale și în particular AP = PE, adică - | 


P este mijlocul lui AF, de unde rezultă următoarea, construcţie. ` 
geometrică : punctul M fiind dat, se unește M cu P și dreapta i 
MP Ines latura DC în punctul căutat N. - 


-88 > 


S i 3 k i rz X 
i E : Hs Tenan ie. s 
7 - a i $ zi 
i i i ȘI * zi m ay = 
ma i JE d ~T a 
ppa u PaE oea E 3 . A A O eat n Ja i ` 
aor A atn eei T z - P ; - ir ie Biel A aa dea 
AS sati ia Š Pe e i ae ` 


a Proble: poate fi generalizată; ătindu-s6: punctul M-pe EREN AB, să 
aid determinara pe PIA opusă -DC punctul N astfel: ca aria trapezului AMDN.. 


„să „he „egală: cu a ain aprataţa pătratului. Pentru aceasta, “determinăm ` pe. 


DE m: a 
latita DC: punctul B astfel ca ria = — „unim punctul A cu E, tie P mij- 
n 


-Jocul lui AB: dreapta MP taie latura DC în punctul căutat N. într-adevăr, Bp pa 


mie e atia trapezului AMDN este egală cu (AM +DN)x T (DN+NE)x aa S alai 
g > = DE x 2- = m. åD; E = Tai ADE, păleă raportul dintre aria a trapeznini 
l s n... n 


a p 
- 


m 
a aria ea este. Saal cu' 20 A ‘ceea ce trebuia demonstrát, 
f n 


ES de I 22. Se dă triunghiul dit atora ABO, de latură a; se ia 
î = BAy= = 0B, = AQ, = m . Prin intersecțiile drepielor dhis, BB, 

S "da, se formează triunghiul A, B,0. | 
1. Să se demonstreze relaţiile 


i = 0EB;+ B00,=60,  BA0=ă CB,4= y A0,B= =1207,. - 


K să se demonstreze că triunghiul ABO este eë hilateral. 


_vespeotiv pe laturile RE vA; Ap, punctăle A Bı; O astfel incit., P 


„2. Să se calculeze lungimile segmentelor, A4, = Bhi = 00... a 


3, Să se arată. că : a ; 


E 


= a "BO,: = Òda = = : AB, = = AaB; = = z Bud = = D k 


p îs A.B; BC ‘CaA | > în 
si să am 2; L Aen o oa a E mine EA DN 
Sa A i A Oda: A, B: Ba0, : , i Ta | EFA 3. E a s > a i AA 
Tei “a, să se PEAR aria EE ABO A mii 
Rn d `- Soluţie.. i. Triunghiurile BOB, şi CAC, sînt egale pentrú. că. 


au i unghi egal cuprins întire laturi egale : : Şi 
&'0 = XA. = 605, ‘BO = 04 mil VB, E 


ma A 0BB, = 5409 deci. E ap 


3 


È iT „În. natal, BA, Oain o e a 


SER 
"şi; Prin permutări circulare, 4084 = 4038 = = E 120°. 


v ee t a e ; B ` 
i . ` $ =L a 


m. 
e 


`~. 


= "BAC = 180—4 a OBB, +% 200) Z 180602 20002, z S 


a obb,- XB% A00, F grod, = a 408 = “pori. i pi iai 


` 


. - Teiunghinl A,B,0, e este echilateral pead că arg ingniuiite 
iile cu 605, fiecare unghi fiind suplimentar unui unghi de 120, 
de exemplu unghiul din vîrful A,. este suplimentul unghiului 
= 120°, 2 

2 Din triunghiurile egale AAB, BB „0, 00.4 deducem i 
AA, = BB; = 0C.. Fie A’ proiecţie virtului Á pe latura BC; 

dreapta AA' este înălţime și mediană în triunghiul. echilateral 


4B0 de latură a deci A'A = ab. ;- 


AA - L > B4'— BA, = i s_e = iar din triunghiul drept. 
| unghi 444 scoatem ` SINE: i i£ S 
g apade a e S 

i AA? = AA" 44A’ a R 


A4, = BB =00=a n 


si aaa PAn B dusse raida B. DNIA BO, care talepe Äi ey 
„în D gi pe AB în E; triunghiurile AEB, şi ABO sînt asemenea ;: ` 
„rezultă 


EB, | AB 2 1 2 "OBC 2a. 
EB AB aiL, pp, — 220 _ 2 
BC AC 30a 3. 3 3 


Dreptele concurente AB, AA, AC determină pe paralelele sd, 


_ EDB, și BAC, segmente proporţionale, adică 


DB AC 2 -> EB 4 
Sa 4 E AC A deci DB 2EB _ Aa, 
a f n EB, -BG i Pi -3. 9 Ae „> 
". Driunghiurile. B0;4, și DC,B, sînt asemenea; rezultă. > > 
- Ba Ba 8 8 
~ CB DB, 4a -4 3 
, pa E i a 9 A ~ | 
pri -BC g8 x ama “3BB, * a a REA . 
——— = norul mil a da ie ada 
BG +C, BPA nT ARE ate e 


pa aa prin permutări siroulare, B0, = = "CA3 = AB; -4 e Pe E pc Si S 


- = d r si, 
. Se ; - a z 
Dai i m < 
40. . 4 i ` -Na 
2 7 ES £ 
, A ~ ve îi 
£ pi X TaT gi e. 
a R e Sepia . $ Eta 
~ 3 g Eoi as a upper a 
- - pe - - - . - s 
-Foe K T 
í i a pd 


 Mrogiarile EBO și. ai snt asbinenea abia o că au 


í ii egale ; Liric 
i ; i Su i a | = E. je: Cika, BOR __ Cut SA NI | 
m ANI pt e e AB BA! a a or 
hal z ă ` K i É K 3! j 
Po DNN Ea E E da De 00. AT 
iai e iat prin. „permutări, cireulare, 4,8, = ` B = e. 
; „Am găsit Si i Eg 
BO, = za și iti = „BC, = mA Li 
i = răi suzi ee ec | 3BB, a ` 
E adică BO, 04424848, = 8, O, = Ordi = H = 
A : ; at 0 1 LEA 
î A. B să C, A i | 
a = E = i 


4. Aria triunghiului A,B,0, este egală cu ariaunui triunghi 
_echilateral în care latura este gaia cu. l =-=, deci 


V7?’ 
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TR Dacă insemnăm cu A = a? TA triunghiùui dat. ABO, 


Observații. 1. Operația prin care am obținut triunghiul Tu adică 


` A; BC, din triunghiul T, adică ABC, poate fi repetată asupra triunghiului fi 
T si Sotie te lungul Tg, fie Aa aria lui, şi aşa mai departe, din apioape în. 


a l . deducem 4, ars adică Aa este ogai cu a șaptea parte din A. 


41: 


ue E A obținem triunghiul za te An, arid tat: tits aril acestor: tanga. 
el avem relațiile- O E m f 


Le da ȘI NE i ma AS + cca ea ter e 
i SERE vas Ag =, As. z 


- i oy ae A A ga 

deci An Zi An 0 cind n= o - 

D A  Triunghturile T, T m, pag a au acelaşi centru de greutate, T că. 

| "că triunghiul: Za tinde către centrul de greutate al. tonaj alui iniţial, ABG. 
2. Suma ariilor aa T, Ti» i ès ETa este. - 


za A SI i i z 
man i Eo, EGN 2 îi Lac 7 l +a] $ 
A 1- $ i i - ` k "i S 
: pari =a - A : 
= Å = Å - . 
dela 6 
7: 


SA si-sina n —> Pa această sumă tinde catre 2. o - a Ea: 


3. Problema poate fi generalizată luind în locul 1 triunghiului echilateral 
ABG un triunghi ABG oarecare şi, în locul raportata 


ES eee ———— y 


AG BA CB 2 


un raport A oarecare; putem schimba chiar raportul ri cind trecem de la un î 
| triunghi la triunghiul următor, adică definim triunghiul 7, cu ajutorul triunghiu= -. 
i lui T şi raportului à, apoi triunghiul T, cu ajutorul triunghiului Ta şi EDOTI 
A ete. 
- 1.23. Se dă un triunghi ABC şi pe latura BO se consideră E 
punctele D şi E astfel ca i 


+ DAB = 3 A0B și. + BAC = 3 ABC. 


Pa 


a. Să se calculeze x DAE. 
' ` 2. 8ă se aràte că AD = AE. e se daia 
3. Să se demonstreze relaţiile eai aa e Sic 


AB = BO x BD; 40=B0 x CE; AD'=BDxBO0. 


4 Bă se arate cum se poate construi triunghiul ABO cină 
-se cunosce laturile AB și AO și PAANO AD = AB. 


sli A a2 


 virturile fiecăruia împart: în același raport laturile triunghiului precedent, urmează .. ni 


g 
e A 


Salif. i, În virful 4 s-au" forma trei j unghiuri pe- caro. le-- 
'Anseranănin 


A + BAD, Aa X DAE, aE X FAC: 


k fie. D şi E câlelalte două unghiuri în angna DAE. 


„Din construcție rezultă - 
A, = 0, 4 = B; 
| | D = die Bi 0+ 8, E= ȘIR E AS B+0 
pă „deci D = E, adică triunghiul DAE este isoscel. 
3 DAE = A, = 44349 = A—0—B = 180° — 2 (B +0). 
2. Triunghiul DAE fiind isoscel, AD = AEF. 


r 


3. 'Triunghiurile BAD şi BOA sînt asemeneă, pentru că au o oo 


N, „ unghiurile. egale; rezultă — 


AB? = . BO x BD. 


“ Mrfunghintile ABC şi HAC sînt asemenea pentru că au 
unghiurile egale, deci 


I =— 
— 3 


AC? = BC x CE. 


Triunghiurile ADB şi CEA sînt asemenea pontin « că au 
“unghiurile egale, deti 


Si dacă ţinem seama de AE = AD, 
| AD? = BD x EC. 
a. în egalitatea PE AR z 


stabilită la 3, ginoes 'Jungimile anen AD, BA, 40, 
! deci putem determina lungimea segmentului CE, care este a 


Lă 


< 


| pata proporțională. -Construim triunghiul ACE ale cărui Ita 3 


le cunoaştem, AO și AFE date, iar CE determinată mai sus. . | 


triunghiul ACE astfel construit, prelungim: latura. CH 
pînă taie cercul cu centrul în A şi raza egală; cu lungimea dată 
AB, în punctul B ; triunghiul ABC este triunghiul cerut. 


1.24. Se dă triunghiul ABC în care AC = 2AB. 


I. Să se arate că bisectoarea: AD este perpendiculară pe xx 


mediana BE. 

` 2. Pie M mijlocul laturii BO ; să se arate că mediana MN 
în triunghiul AME. este perpendiculară pe mediana BE. 
l 3. Fie I punctul de intersecție al bisectoarei AD cu mediana 
BE; F punciul de intersecție al dreptei CI cu latura AB; H. 
intersecția dreptei ME cu CF. Să se arate că triunghiurile BİP 


şi EHI sînt egale; să se deducă valoarea raportului TŻ. 


4. Să se construiască triunghiul ABC în care se cunose 
laturile AB, AC = 2AB şi se știe că bisecioarea AD, mediana 
BE şi înălţimea OP sînt concurente în punctul I. ? 

Să se generalizeze în cazul cînd AB şi ACO sînt oarecare. 


Soluţie. 1. Æ este mijlocul laturii AC, deci AH = AB, 


triunghiul. BAE este isoscel şi bisectoarea, AD este mediană si He 


înălțime, deci BI = IE şi AI perpendiculară pe BE. 


2. ME unește mijloacele laturilor BO şi A0, deci ME este 


paralelă cu BA şi egală cu 
| BA _ EA 


deci triunghiul MEN este isoscel. Însă . o 
3 MEB = % EBA 


ca alterne interne; 
x EBA = XAEB 


în triun anhel isoscel BAE, deci EB este biacotoazea puii: 

MEN. 

mediană, şi înălțime, deci EB este perpendiculară pe MN. 
3, Triunghiurile BFI şi EHI au unghiurile egale pentru că 

laturile BF şi EH sînt paralele, iar celelalte laturi respectiv în 

prelungire, triunghiurile sînt deci asemenea : însă BI = IÐ . 
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nsă în trunghiul isoscel MEN, bisectoarea EB este -- i 


i k 1), aportul i asemănare este epal cu 1, deci triunghiurile 
"sînt egale. În particular FB = = HE, deci 


AF AF AC 


zz — — == 
— = — — = x 


- FB BEH EC 


l 4. Se construiește latura AB, pe care se draut punctul 
F astfel. ca, 2 = 2; perpendiculara FC, ridicată în F pe AB, 


taie cercul ai centrul în A şi raza egală cu AC = 2AB, în 


5 > - punctul C. 


„Pentru construcţia triunghiului ABC, în cazul general în 
care raportul- este 1 un număr oarecare, propunem să se- sta- 


„ bilească teorəma următoare : 


Dacă într-un triunghi ABC, bisectoarea AD, neüiana BE . 
şi înălțimea OF sînt concurente, să se demonsireze că, între unghiu- 
_mle A, B, Ca și laturile a, b, c ale ring hanului există relaţia. ` 


- 


AT EE 

b+c 

Rezultă din această teoremă că: 
AF AGCO 


- egalitate care determină poziția punctului F pe latura AB; 


aa perpendiculara în F pe AB taie cercul cu Septen! în A Şi raza, 


egală cu AC, în punctul O. 


1.25.. Printr-un punct I situat pe bisecioarea unui unghi cu 
virful î în A se duce o dreaptă variabilă care taie laturile unghiului 
în punctele M şi N. Perpendiculara pe bisectoare taie aceleaşi 
laturi respectiv în B şi C. Prin I se duce şi o paralelă la AB care 
` taie pe AC în P. Să se arate că: „dă 
Da 0semâtanea triungi, iurilor AMN și PIN rezultă 


1 1 ien 
—— + — = — = constant. 
AM AN IP 
- a Aria A AMN e i AIKIC o 
2. 222TL = constant = =: 


AM x AN i AB? 
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3. Dacă yá- 60%, "avem pi = 27 0; să se: construiască ii 


acest caz dreapta MN care trece prin-I, -astfel ca aria triunghiului. - 


. AMN să fie-dublul ariei triunghiúlui ABỌ (se va observa că e 


| suma şi produsul segmentelor AM şi AN sînt cunoscute). 


Soluţie. 1. Să considerăm. cazul general cînd “AI este- o. 


dreaptă oarecare; dacă P' este punctul de intersecție al lui ` 


| AB cu Paralela dusă prin I la 40, avem 


IM IP o OIP | 
i MN AN’ MN AM RIN (1) 
de unde l aa 
IP” _d IN y 
pie MEIN =l. 


> MN 


| Dacă AI este bisectoairea onguan, A, avem I P= 1P'= - 
= = și prin urmare 


| ar -2 
i. îi Dat =E = 25 = constant. 
` IP AB 


TA 


Pentru Bikoctoaves exterioară se obține, dacă AM < ÂN, $ 


-relația analogă . 


— 


| ; _ E IP 
Observaţii : 1. Cind punctul 7 descrie o dreaptă AJ, raportul pp 
= k (constant) ; reciproc, locul geometric al punctelor I care satisfac egalitatea 
| 1 sk -1 i 


AM AN IP 


i este o areaptă UP: fiind dat, punctele M, I se spune că: se corespund Diiogiafi c)» 


MI AM 
* 2, Dacă în relațiile (1) facem 7 pa IP’, obținem ci SmpAECRS Re = — 


adică teorema bisectoarei. 


AN 


2. Dacă notăm cu d distanţa lui Z la cele două latari i 


ale unghiului A, âvem 
aria AMN _ d x ina i ie 1 1 m __d 
AM XAN 2 AM XxAN 2 | 


E 46. 


să “caii oi zapoartale AË şi şi pa “sta; i constante d ånd. T descri a viseè. E 2 


` toare ünghinlui. 4 “Este agor. de văzut că valoarea, constati- ; o 


dei este A sin 4; 


e Sa 3. Dacă y% A — 60, triunghiul CIP este echiláteral, jar o 
To È R mijlocul w 40, rezultă l E 


É n A "A Saa ios 0p =t. * E ep, 

si eo, A pa AR, AN: X AN = 248, l T 

„ia T | iay din n relația d de h „punctul 1, obținem. `. pa d 
a ' AM + AN = 448; 


“Dacă ș aria AUNE 2 aria ABQ, relația de la panciu 2 ne odă. 


'Ooistenoţia dreptei echivalează cu determinarea segnen- 


telor, AM şi AN, a căror sumă şi prodis le cunoaștem. ... . 


a Sati B 1.26. Se dau trei cercuri (4); (8) (0) concentrice de raža 
a> b>oe; într-un punct. T situat pe cer cul (0) se duce' tæn- 


genta la acest cerc, fie A şi B punctele în care această tangentă - i 


* taie cercurile (A) și (B), “punctul T. fiind situat între punctele . 
“A şi B. Pie C punctul diametral opus lui T în cercul (0). > 


1. Să se calculeze aria K a triunghiului ABC în funcție f , Á 


de a, b, c. E 
„2, Razele a și c fiind daie, să se determine gr afic sau prin a 


calcul valoarea lui b, astfel ca triunghiul ABO să fie isoscel ~> 


l 3. Razele a și b fiind date, să se determine grajo saú prin 
~. ` -oaleul valoarea lui c, astfel ca aria S să fie maximă. | 

Soluţie. 1. Fie O centrul comun al celor trei cercuri ; în 
îl, ata dreptunghi OTA. avem OA = a, OT = e, deci 


- PA? = 04?—0T?, TA = YET. 
"Ta fel, în triunghiul dreptunghi OTB, OB = b; 07 = =0, 
TB? =0B?—0T?}, TB =VU, 

AB= AT + TB = yae + VTE. 

- În triunghiul ACB cunoaştem baza AB şi înălţimea, C T= 226, 
deci - aria, paie ABO éste S = AB x Z . z5 


cota a h oa. 


~ 


. ` fime. 


2. Tarde a a si e find TE vârturile 4 Age sînt onan; 


problema se reduce la, determinarea unui punct B, pe prelungirea -. 
dreptei AT, pentru că prin ipoteză punctul T este situat între 


`- A şi. B, astfel ca triunghiul A BO să fie isoscel. Însă un triunghi ~ 


poate să fie isoscel în trei feluri, după cum asociem. laturile 


AB = BO sau BO = OA sau 0A = AB. 

În primul caz AB = BO, punctul B se determină grafie ` 
la intersecţia dreptei TA’, unde A” este al doilea punct de 
intersecţie al cercului (A) cu tangenta în T la cercul | 0), cu 
~ perpendiculara ridicată pe AC în mijlocul B' al laturii AC, 
: pentru că în triunghiul isoscel A BO, mediana BB! este și înăl- 


ca OB = b< &=04', adică TB< TA’, adică punctul B trebuie 
să fie situat între T şi A’. 
-În al doilea caz, BO = OA, înălțimea TO trebuind să fie 
şi mediană, trebu:e să avem AT = TB, adică punctul B trebuie 
să coincidă cu A'; dar în acest caz, b = OB =—O0A' = a, adică . 


Pentru ca problema, să fie posibilă în condiția b < a, trebuie `. l E 


b = a, egalitate contrară ipotezei b < a, deci cazul al doilea 
N 


este exclus. 
În al treilea caz, CA = AB, punctul B se determină grafic 
prin intersecția, dreptei TA’ cu cercul cu centrul în A și raza 


AC. Şi aici problema este compatibilă cu ipoteza b < a, dacă i | 


punctul B este situat între T şi A’. 


În triunghiul dreptunghi BTCavem BT= J—a, 70=26, 
deci 


BC? = BT? + TO? = b2—c2 + 42 BO -JTF bă, 
Din triunghiul dreptunghi ATC deducem prin analogie . 
AC = V3c2 F æ. 
În cazul I, AB = BO, avem 
Vai— ce LȚEZE = Vaz + bă, 
a? — 02 + b? — e + 2 V(a? 202) (62 — 02) = 302 +b, 
| 2 VE) = bet—at, 


(52 — a), 
4 (a2 — c2) 


~ 


b = e- 


~ Această ecuație defineşte pe b în iadi de a și c; se vede ` 
că-b* > o, adică b > c. Pentru ca problema să fie posibilă, mai 


n t i E 


\ , 


îi Rusa „-urebnie să avem a >, îi sau: > pe, adic TE 


at 
aa. >: apli, a. 


5 E i I E 4 æ- li > ge aa), 


2 (a2— 02). > 502— a, 102 < - 342, s> ofi. T 


| în al treilea caz, CA = AB, avem 

RL y-a ai + Vo = |3 ai, 

l D — e = 30 + a? + aè — o — 2 V (80 F a a = 05), 

st + 2a — 2 VBE F E 

: Această ecuație defineşte pe b în funcţie de a şi c; se verifică 
| dă. că b? > oè, adică b>e. Conop a > b este îndeplinită 
at > 36? -+ 2a? — 2 V (807 F at) (a7 — d), 


a? + 302 < 2 V080 $ a?) (a? — 02). 


iar prin ridicare la pătrat și simplificare, l 
a + 302 < ta? — 02), 32 >! 1c2, a > JE 


in rezumat, dacă e <b <a, triunghiul ABO este isoscel | 
în primul şi al treilea caz cînd este îndeplinită condiţia 


a> oja 


3. Razele a şi b fiind date, să dersem pe o astfel ca 
_ _axia Ba triunghiului A BO, calculată la punctul 1, să fie maximă. 
: Dacă însemnăm cu v raza cercului variabil (0), şi cu y aria 9, 


TY vom căuta maximul funcției 


y = æ [Va — a + Vb? z$]. 

Calculăm primele două derivate, i 
, _ @— 2a? na, | 
Va Za zt Vb — i za 


re __ 228 zar Pola ENI 5 
! 
| 


a — pla (02 — a?) 
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` Funetia y esto stonek Doniu valozile Bi a cară s verii 


Fă intari y’ = 0; „deducem ecuația = 


„Aa sae VB = — (da 


Tias prin : ridicarea, la pătrat şi reducerea termenilor asemenea, 


. | „ab? — g? (a? 4 b?) = 9, a TES 
i | Ae o pentru o este e = mA =: observăm n mai. 
. inu că zori pa a [L l, deci evident oso <b şi a îoiţiori - 
| E e E <a TI î si. aa i i 


Dacă inlosiim în y pe æ% cu R c, Kamitoni at s: 


| pozitii; iar numărătorii celor două fracţii devin 


g CÉ + ab?) 


_ a(2e2 — 3a? 
o( c 3a?) = EE 0, 
AaS 3b?) = la cl A, l 


(a? + b3) 


deci pentru % = 0 avem y'< 0 şi funcţia y este efectiv maximă `. = 


ab 
Va + 
1.27. în triunghiul ABC se notează ghâur ile cu A, B, 0, 
2B. 


r laturile cu a, b, c şi se presupune că A = 
` 1. Bă se calculeze unghiurile A, B, © cînd triunghiul ABO: 


k pentru Cc = 


`: este îsoscel sau dreptunghi. 
2. Punctul D fiind intersecția bisectoarei interioare. a unghiù- 2E 


- tui A cu latura BO, să se arate că bisectoarea unghiului ADO . 
„este paralelă cu latura AB. 


3. Să se arate că latura CA este medie pr oporțională. între edi Li 


latura BO şi segmentul DC. 
„4. Bă se construiască triunghiul ABC cînd se dau latur ile b, 
c și relația A = 2B. 

Soluție. 1.. Un triunghi ABC poate să fie isoscel în trei 
moduri,- după cum A = B'sau B = 0 sau O = A; primul caz 
îi câte imposibil pentru că prin ipoteză, A = 2B, rămîn cazurile 

B =C sau 0 = A, 


tea 


a k adică C BAC este şi isoscel şi. dreptun hi. - 


. “Dacă-B = 0, dodani din ecuațiile A=2B și A+B +0= 
= = 180°, beuaţia 2B + B+B = 180° sau B = 45°, deci - 


m Na B =, 0 0 = 45, 


. Dacă O = A, deducem din ecuaţiile A = 2B şi A +B 
ei 0 = 180°, ecuația 2B +B -42B = 180° sau. B = = 36°, deci 


| l A = 12, B = 36°, 0 =12. | 
Ta triunghi ABC poate fi dreptuńghi, după cum A = 90° 


sau B = 90° sau 0 = 90°; cazul A = 90° a fost studiat maï sus ~. 


şi cazul B = 90” este imposibil, pentru că :din A = 2B am 
-deduce A = 180°, rămîne deci cazul O = 90%, .. i 
` Din ecuaţiile C = 90, A =—2B, A+ B+C = 180°, ae: _ 
ducem 2B F B + 90° = 180° sau B = 30°, deci 


pa A 60, B=30, 09, | 
2. Din ipoteza A' = 2B. rezultă că bisectoarea AD imparte. 

„unghiul A în două unghiuri A, şi A; egale cu B, | 

i = % BAD = : Å = X DAC = B. 


PE Ip ADO, fiind exterior triunghiului ADB, este : egal ` | 
“Gu suma. unghiurilor” A, + B = 2B, deci 'piseotoarea DB a 


NU, acestui unghi ADC îl împarte în două glie D, şi De tale 


cu B, 
i = X ADE = D, = x EDO = B 


a dene interne A, și D, fiind N dieptele 

AB şi DE sînt paralele. 
* 8 'Deiunghiurile BAC şi ADO sînt asemenea pentru că au ’ 
- “unghiurile respectiv egale cu B, 2B, C; TORUDE că laturile lor 
snt Popor lona e) adică | 


— O — —— P 


“Şi din aima iaae deducem AC = BO. x DÓ, adică litura i 
A0 este egală cu media geometrică a laturilor BO şi DO. ` 
n». & Fie D' şi C' proiecţiile punctelor D şi C pe latura AB; 

triunghiul ADB fiind isoscel, pentru că Aeh înălțimea po, 


este ȘI i) adică AD' =D' B ze 2 


en omma naeg ane 


"Pentru a calcula lungimea segmentului. 0”D', observăm că |. 
i ACID e, CD e e e pe e «i 
D'B BD E 


Pe de altă A în triunghiul. BAC, SERII AD imparte | 
latura opusă 0B în raportul 


Din ultimele egalități scoatem Z n SA ; dar D'B=-<., 


deci 0'D' =} de unde rezultă următoarea, | A ai a ai | 
ghiului ABC : pe latura AB =c se determină mijlocul D’ şi.. 
apoi pe segmentul D'A punctul 0' astfel ca 0'D' =3 ; 86- 
ridică perpendiculara 0'0 pe AB, iar virful C este la intersecţia aaa 


acestei perpendiculare cu cercul cu centrul în A şi raza egală 
cu b. Problema este posibilă dacă A0.> A0' = AD'—0'D' sau 
A | | 
b > dr: — i os. 


Triunghiul, ABC, în care A = 2B, are laturile legate printr-o 
relație simplă. Îatr- adevăr, de la punctul 3 deducem 


3 
DO A ao D808 0 ai 
BC 
sa Dome "D A ; a | 
iar xaportul £2 E. APE E, devine SR i 
DB AB c Š . | 
b? | 
g eA sau a? = b? + be. 


R 


o bservație. Relația a?= b (b+c) poate fi stabilită şi pe cale trigono- s 
metrică pornind de la teorema sinusurilor, care în cazul nostru este 
a b ' e 


sin 2B “ip sin 3B 


1.28. Se consideră un cere cu centrul în O, două puncte A şi 
M pe acest cerc şi un punct B pe tangenta în A la cerc. Paralela 


52 


Dă 


îm B la OA întâlnește pci EA u T pe OA în yN, iar dea 
cu centrul O şi raza ON Înitimeşie pe OA în P. În sfâr sit, perpen- 


.— dieulara în P pe OA şi paralela din M la OA se întîlnesc în Q. 
` ` Kä se arate: ` 


avem 


TE 1. Aplicînd de mai multe. ori teorema lui Pitagora; că 
O OB, 
2, să se afle locul punctului q cînd A şi B rămân fixe, iar 
M descrie cercul O. 
3. S fiind intersecția drepielor NP şi MQ, iar R intersecția 
drepialor BQ şi OA, avem 


AP _ SM, 
PR SQ 


4. Să se deducă, de aici că reptele AM, PN, BR sînt con- 
curente. | 
Soluţie. . 1. Fie OA = =f, TM =m, AB =a, ON =R, 


R? = ON? = 0T? + TN? = (r?— m?) + aè, 
. OB? = 0A? + AB? = 17? 4- a? 
0Q? = OP? + PQ?= R? + m? = (r?— m? + a?) + m:= a + ră, 
Deci Bs 
z OB? = 092 = ga r?. Ă = 

2. Locul geometric al punctului Q este cercul cu centrul 
în O şi raza OQ = Va? F 72. 

3. Fie V intersecția dreptelor 4B gi M Q; din triunghiurile 
asemenea BVQ şi PQR avem 


VQ BQ BV AP BV 
e = =, Bau = = 
PR QR PQ PR VA 


S —Z— = m $ | . (1) 


4, Demonstrația se face prin. reducere la absurd, adică 
presupunînd că dreptele PN, BQ se taie în punctul U, iar AM 


„88 


gt 


şi PN în alt Punct o. Din riita: i scoatem . 


PR AP, o 
SQ sm. - Los : (2) 
Oonsiderînd triunghiul UQS, avem = LE ; A 
-sQ US 
Considerind triunghiul U'SM, avem ci ae tai 
| sas U'S 
Conform relației (2), e Be: = E s adică punctele | 


U şi U' coincid, deci cele, trei. -Arepte AM, PN, BO sînt. 
concurente. 


1.29. Se dau iui cercuri cu centrele în O şi O' şi care se- 
"âmiâmese în două puncte A şi B; se duce diametrul MON paralel 
"cu O'A şi diametrul M'O'N' paralel cu OA, punctele M, M’, A- 
fiind de aceași parte a dreptei 00'. Se cere: j 
1: Să se arate că triunghiurile MOA şi M'O'A sînt asemenea ; | 

la fel triunghiurile NOA şi N'O'A. 


2. Să se deducă că dr eptele AM şi AM' sînt în pr elungire apa i 


gi că drepiele AN şi AN' sâni confundate. 
i 3. Dreptele ANN' și MAM' sînt bisectoarele, interioară gi. 
“exterioară ale. unghiului OAO’. k 


Soluție. 1. x MOA = x M 'O'A, avînd laturile ' paralele, ae 


deci triunghiurile isoscele MOA şi M'O’A sînt asemenea. | 
La fel, triunghiurile isoscele NOA și N'O' Asînt asemenea. 
2, Demonstrația, se face prin reducere la absurd; presu- 
punem că prelungirea lui MA nu este AM, ci AM”. 
XLOMA = XO'AM", ca unghiuri corespondente for- 
mate de paralelele OM şi O'A tăiate de secanta MAM”. 
xOMA = XO' AM f în. triunghiurile isoscele asemenea: 
de la 1. 
Rezultă O'AM” = 3 0'4M", deci dreptele AN" “şi 
AM" coincid, adică MA gi AM" sînt în prelungire. 
- Triunghiurile dreptunghice MAN şi M'AN’ sînt asemenea ` 
pentru că fiecare se descompune în două triunghiuri: respectiv . 
asemenea. Însă catetele AM și AM” fiind în prelungire, celelalte - 
catete AN și AN" sînt confundate. 
8, XOAN = XO0'AN' în triunghiurile isoscele asemenea 
de la 1. Însă dreptele AN și AN' fiind confundate, dreapta 
ANN ' este bisectoarea intericară a unghiului OA0O'.. - 
Dreapta MAM", fiind perpendiculară pe bisectoarea inte- 
rioară AN N’, este biseotoarea exterioară a unghiului. CAO 


T i e: z 


“Gihoralizăre, fie o h 9 ud cercuri i sâcanie: în. à și B, iar T inteisecția 


” tangăntelor-comune:; un punc, P descrie cercul ABT. Fie MON şi M'O'N* diame- . 
- "tele paralele respeciiv cu dreplele PO” şi. PO (m şi M» Z fiind de aceeaşi parte a dreplei 
i 09; Jes 


i. să se arate că riniigitiurile MOP şi Mop siní asemenea ; la jel triunghi + 


îi rad NOP şi N'QiP::. 


2. S şi S? jiind intersecțiile dreptetor PO: zi PO’ cir cercurile Oşi 0’ (S, S, P 


i fiind de aceeaşi:parte a dreptei-00”), să se arate că. dreplele MS şi M'S’ sint paralele; > 


şi BM, 


i la felt dreptele NS şi. N'S’. 


e: a Ovepiele PN şi PN' sint isogopăle în unghiul OPO'; la fel dreptele- PM- 


Soluţia: t- Tangenta. comună LLT là cele două cercuri atinge £ cercurile 


` în L- și, L’; triunghiurile dreptuighicè, OLT, :QL'T sint asemenea, deci . 


t , 


să i E TO .. OL OA ` l l AE 
a A Wo E e „TOOL OA ` pe d To. 


E tirmează că AT este bisectoarea exterioară a unghiului” OAO. 


Linia centrelor. QO’ taie cercul ABT în T şi T’, X TAT = 90° pentru. că ~ 


TT este un „diametru, rezultă. ce AT” este bisectoarea interioară a unghiului - 


OAO K 
„1 + Rezultă că punctele O, T, o’, T formează o diviziune armonică, de asemenea F 
<.. > "fasciculul P (OT'O'T) este arħonic. În acest fascicul, razele PT şi P fiind pors” z 

S Pene are: sînt” b: sectoarele zi: aici OPO-. Rezultă ` ; 


; —— in’ 
T'O’ o’ P O'A- OM 2 l 


OP OM 


z adică. oe = eră, ; în puii x MOP = a mo P avind laturile paralele, « deci 
=- , triunghiurile - MOP şi M'o' P sînt asemenea. 0 - i cala 2 ti 
p La fel 5 = Jri X NOP= X N'O'P, deci triunghiurile NOP şi 


N'O'P, stat asemenea. 
3, Triunghiurile MOS şi M'0'S fiină isoscele și avind un unghi egal 


($ MOS = AX M'O'S* avind laturile paralele), rezultă 


x OMS = = x 0SM = x oM’. 


Cum însă OM’ şi OS sînt paralele, rezultă că și dreptele MS şi M'S’ sînt 
halde. 


sînt paralele. ~ 


3. De la 1 rezultă X N PO = x% N'PO’, deci dreptele NP şi PN sint iso- 


| gonale în unghiul OPO’. 


“şi N'O'A, 


La fel pentru dreptele PM şi PM’. 

Caz particular. Enunţul dat corespunde cazului în care uncial P: 
coincide cu A; prin această particnlarizare, xezultatele obţinute în cazul general . 
devin: 

1. Triunghiurile MOA şi M'O'A sînt asemenea ; la fel triunghiurile NOA 


„2 Punctele P, A, S, s coincid, deci dreptele MA şi M'A sînt paralele, adică 


dreptele MA şi AM! sînt în prelungire. 


ic aer = Piste PE Ei ta a e SR e i 
e e aie zar m: ETEN LD 5 E A IE E — ps s4 
; CIO ER DT i Pe DRE nRT ae 
a, miza ta: Pi: n Piti ăi 2 


în. 


Dreptele NS şi MS sînt perpendicularė, la fel N'S’ şi M'S’, deci NS şi N'S’ - 5 5 


EA 


t 


-Dreptele NA şi MA sint apti ls la tel N’A şi MA, rezultă din 1 id 
NA este paralelă.cu N'A, caro- este perpendiculară pe MM", t deri dreptele. AN şi 


AN sint în 'prelungire. _ 5 
: & NAO = & N'AO', deci ANN’ este bisectoarea inferioară a unghiilul ae alu 


` OAO’, dar MAM’ bisectoarea exterioară. ' RE pia ae 


1.80. În triunghiul dreptunghi ACB, punctele D şi E împart ` 
spotenuza AB în trei părți egale; să se arate că suma pătratelor 


construite pe laturile triunghiului CDE este egală cu: două treimi Su | 


din pătratul construit pe ipotenuza AB. | 
„„ Soluţie. Teorema medianei spune că, într-un triunghi .: 
oarecare, pătratul unei laturi plus de patru ori pătratul medianei . 


Fig. 9 


corespunzătoare. ei este egal cu de două ori suma pătratelor a 
celorlalte două laturi. Aplicăm această teoremă læ triunghiurile 
ACE și DOB și obţinem (fig. 9) - 


AE? + 4D02 = 2(40? + E02), 
„ DB? + 4B02 = 2(D02 + BC?). 
Însă BO =a, CA =b, AB=c; 
a? + b? = ¢?; 


4D = DE = EB =+ ; 


AE = DB =Ë. | 
„ Făcând suma celor două egaliiăţi şi apoi înlceuirile, obţinem | 
= + 2 (D0? + E0?) = 2 (b? + a), 


2 (D0? + CE? + ED) = 2% 
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Pa ceed co trebuia demonstrat. 


„no 0P a aa, B 


= D sau iesti . y A a SI - RAE Si 7 ataca ei, 


“131. în triunghi ovol BAO, AB = AC, se binoan | 


- baza BO = 2a și înălțimea AD= h. Se taie acest "triunghi cu o 

-:  : dreaptă paralelă cu baza BO, la o distantă « de vârful A. Fie ` 
. E, F, I punctele în care această poau taie respectiv laturile ' 
"AB, "40 şi înălțimea AD; fiè O centrul cercului. circumscris 


trapezului isoscel BOFE. . 

1.. Să se calculeze aria trapezului BOFE în funeţie de a, h, a. 
2. Să se arate că x IFO + & DCO = x FOC. 
3. Dacă X FOC = 90°, să se arate că triunghiurile FOI şi 


G COD sîni egale ; să sè determine î în acest caz distanța & în funcție 


de a și h. 
> Ar Bă se salvie unghiurile. triunghiului BAC cînd centrul, - 


dă este și. ortocentrul triunghiului BAC. 


Soluţie. 1. Notăm EF ='25; triunghiurile isoscele BAC şi 


fu BAF sînt premene, deci- bazele şi ui cei lor sînt propor- -., : 
` _ tionale, | | | 
pc e sau tst, deci b L, 
EF AIl 2b i 


= n-a aria lui este deci N 


B-r 


1 (2a + 2b) (h— 2) = =a 


e i i triunghiurile dreptunghice OIF şi ODC, unghiurile P a . 
a enn sint complementaie,- deci z ina 


i IRO + X IOF = 9, "a D00 + 3 000290, 


ES i ude deducem prin adunare membru: cu menibru E : e ie le 0 


`£ IFO + x 102 + X B00 + 3.D00 = 180%: 


nsă suma unghiurilor formate în jurul punotlui o do psi 


i ma arte a- dreptei DI; este- egală cu-180°,. 


: X 10E + ZOO TE 


 Trapezul BOPI are bazele 2a. şi 2 2b; iai înălţimea i D= zi 5 a | 


Sa 


Să i e anii 


-iar r din ultimele două relaţii değucem, prin sere membru cu: iz 
i membru, îi 


X IFO + 2 D00 = :X FOC, 


"ceea, ce “trebuia; demonstrăt. | 
„8. Dacă x FOC = 90°, rezultă din Sealtatea stabilită la 2 ` 
„= “că unghiunile IFO şi DCO sînt complerientâre ; însă în triunghiu-  .-. 
„5: „zile dreptunghice OIF și ODC, X IFO este complementar cu >- -: : 
< X IOF și x DCO este complementar cu % DOO, rezultă | i, at 


X IFO = %.DO0 şi x D00 = XIOP. 


pa u “ Prianghiurile dreptunghice IFO gi- ODC sînt. egale pentru A l p 
a E au unghiurile ascuţite respectiv egale şi "po te zel Ci ani imi 


p = =00 egale ca raze ale cercului 2 (fig. 10). 


„Fig.10 | e TA 


` Triunghiurile fiind egale, au câtetele respectiv egale, S ae 


0I=DO=a, IF=D0=b 
n DA = DO+OI+IA=b+ate 


E - Și, dacă înlocui în ultima ecuație pe b cu “valoarea, 5a, ae și J 


za 


== a £ s =h? 
tatn =hF 


ci at DA i Dreapta BO prelungită taie latura AC în pi; prin D N 
„7 ipoteză, O este ortocentrul triunghiului ; "deci BB'.este mln: E e 
i în irung, anioi BB' esțe perpendiculară pe AC; zezuhă. zeii ză 


i a X OBD + x 0 = 9%. 


sie EA triunghiul isoscel :B00 avem 2 0OBD = 00, iar: o 
“în “triunghiul dreptunghic isoscel - - POO, k B'CO = = 4. În, -. 
k aiin. O= 4 B'O KOOD: S 


r a 


— 


- Din ultimele pàtru eaii scoatem: ag 
„000 + 45 + 200D = 90°, deci X QÖD : = 00030”, 
X B = x O = 45 2230 = 67°30, XA = 45°. 


i 32. Tangentele în punctele A şi B la un cere de centru O se 
„ întîlnesc. într-un punct O. Prin A se duce paralela, la BC care 
întâlneşte din nou cercul în D, iar dreapta CD întâlnește a doua 
oară cercul în B. În sfârşit, AB. mtilneşte pe BO în F. Ba se 
demonstreze -că : 

1. x CAE = & ADE = x BOCE. 

2. Triunghiurile AFO şi CFR sînt asemenea. 

3. FO = FE x FA. 

4. CF = FB  - j 

5. Cîttrebuie să fie unghiul C pentru ca să avem AE = 2EF. 

Soluţie. 1. Unghiurile CAE şi ADE sînt egale pentru că 
au ca măsură jumătatea unghiului AOE ; iar unghiurile ADE 


- şi BOE sînt egale ca alterne interne iormate de paralelele AD și 


„BO, tăiate de secanta DO. 
£ 2. Triunghiurile AFO şi CFE sint asemenea pentru că au 
- două unghiuri egale : unean: din F comun. și, după cum am 
arătat . la, 1, 
x- CAP = x FCE. 


3.-Triunghiurile AFC şi OFẸ, fiind - asemenea, au laturile 
i proporpionale 


— 


CF FE EC n g 
iar din egalitatea primelor două rapoarte deducem 
FO? = AF x FE. 
4, Poraren punctului F faţă de cercul O este 
FE x FA = FB? 


pia Şi, dacă ţinem seama de egalitatea din 3: deducem OF - — PB. 


5. Tangentele duse din 0 la cere “sînt egale, CA =0B 
- (fig. 11); însă OF = FB, deci CA = 20F, iar ultimele dou 
raporte egale de la 3 dau l 

FC 2CF 


— = —, deci BO = 278. l 
FE EC | 


Prin ipoteză, AB = 2EF, rezultă, AE = BO, deci. mongu 
AEO este isoscel; rezultă 
: AX. CAE = x ACE. 


E la 1 am arătat că a CÂB = x FOE, rezultă că cat 
OF este bisectoarea unghiului C, prin urmare dreapta CED 


Fig. 11 


trece prin centrul O al cercului, adică punctele E şi D sînt dia- 
metral-opuse în cerc. În total am obţinut 


a = x CAE = ACE = X ADE = x POE, 
X0 = XJ ACE + x FOE = 2a, ` f 
iar unghiul CEF, exterior triunghiului AEC, este egal cu 


& -+ a = 2a. 
Dacă facem suma 


2a +a= X DEA + x EAO => % DOA +- SAONE 


=4  D0B == = 90, 


deci a = 30° gi unghiul 
0 = 2 -= 60°. 


| 1.33. Fie A, B, C mijloacele laturilor triunghiului echilateral 
A B0, ; perpendiculara din B pe A.B, taie cercul de diametru | 
AB, în două puncte, iar perpendiculara din O pe A, C, taie cercul -- 
de diametru A.C, în alte două puncte (fig. 12). - 
1. Aceste patru puncte sînt situate pe: un cerc. Să se afle 

centrul și raza lui. 
2. Dacă P este un punct din planul iriunghiulii, expresia 


PB? + PO — PA? 
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ít : T 


esto nulă, negătivă, sau pozitivă, după cum punotul P este pe cero, 
ånterior sau exterior cercului. > - i 
3. Generalizare peniru un triunghi A,B.0, oarecare. șa 


| Soluţie. 1.'În triunghiul echilateral A,B,0;, mediana BB 
„este şi înălţime, deci unghiul A,BB, este drept, ceea ce revine 


"= a spune că punctul B se găsește pe cercul de diametru A.B, ; 


perpendiculara din B pe diametrul A,B; taie deci acest cerc în B 
şi într-un alt punct B'. Coarda BB' fiind perpendiculară pe 
diametrul A,B,, este împărţită în părţi egale de diametru, 
deci A,B = A,B'. 
- Se arată la fel că perpendiculara din 0 pe A,0, taie cercul 
de diametru A,C, în două puncte C și 0' aşa fel că A,0 = 4,0”. 
- Urmează că cele patru puncte B, B’, C, 0' sînt situate pe 
cercul cu centrul în A, şi cu raza egală cu jumătatea laturii 
triunghiului echilateral A,.B,C,, fie R, acest cerc. 
2. Fie P un punct oarecare în plan; teorema medianei 
aplicată triunghiului PB,0, dă | 


B 4PA? = 2 (PB: + PCi) — B,C, 

iar prin permutări circulare asupra literelor A, B, 0 obținem 

âncă două egalități analoge, de unde deducem. apoi 
4 


PB? + PO? — PA? = A, P? — (1) 
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Dacă j P este Stat pe cercul Ba distanţa « sa 4 Si 
la centru este egală CU raz 41 B 


este nulă, deci şi parteă, intii este nulă, A ? 
PB? + PO — PA? = 0. i 
„Dacă punctul P este interior cercului- Eu, distanţa -sa pi: P` 
la centrul cercului este mai mică. decit raza 42. , deci în formula 


(1) partea a doua este negativă, deci şi partea întiia este nega- ) 


tivă, adică 
PB? + PO2 — PA? < 0. 
Dacă punctul P este exterior cercului R, distanța sa A, P - 
g $ e i . . A AB, 
- la centrul cercului este mai mare decit raza 


mula (1) partea a doua este pozitivă, deci şi partea întiia este 
pozitivă, adică 
PB? + PC — PA? > Q. 


Teorema demonstrată se poate enunţa astfel: dacă ABO 
. este un triunghi echilateral, locul geometric al punctului P din~. 
plan, care se bucură de proprietatea că pătratul distanjei lui læ- 
vîrful A este egal cu suma pătratelor distanțelor lui la celelalte 
două vîrfuri B, O, este cercul Ra. 

În mod analog se definesc cercurile R, şi R,; aceste trei. 
cercuri au centrele respectiv în A, B, C, şi sînt tangente două. . 
cite două în O, A, Li 
` 3. Presupunem că triunghiul A,B,C este oarecare ; fie A, 

” B, Omijloacele laturilor lui şi fie a, b, c lungimile laturilor triun- 
ghiului ABC. 

Dacă P este un punct oarecare în planul triunghiului, teo- 

rema medianei aplicată triunghiului B,PO, dă, cînd înlocuim - 

pe. B, 0, cu 2B0 = 2a, 


4PA? = 2 (PR -+ P02)— 4e. 


-Prin permutări circulare asupra literelor A, B, 0 deducem: îs 
Tai această relaţie încă două analoge, i 


4BP? = 2 (PO + PA?) — 4b?, 
4:P02 = 2 (PA: -h PB) — 40, 
iar din aceste trei relaţii, înmulţite respectiv cu —t 131, deducem 
— PA? + BP? + PO = PAi + œ — b — o. 


eo ras eo o no S 


, deci în for- > 


ata a 


“1a 


— 


i sau egal cu uri unghi drepti. 


Penim R coat relatio in air mái i inpli vó | 
~ prevupaie pe rnd c unghiul A: est mai. mic sau mai mare, 


“Dacă: XA. < 90, teorema goneralizată a wi Pitagora, a ! 


K * aplicată triunghiului ABO, „Spune c. 20O 
i pata + oè — 20 X (proiecția túi Ac pe 45 


fne 20 = 2AB = 4,8, şi situau lui AC pe AB este. 
cal cu proiecția lui A,B pe A, Bu deci. (fig. 13): > 


- 4B, X (proiecția lui A,B pe A „B,) = = —a02 + b? EA c2, 
` Eerpondiaisre ‘din: B pė A, Bi taie cercul de diametru A „Bu: 


cin două puncte distincte, -fie 4, unul dintre ele ; în acest cerc, . î ă 
- Pătiatul coardei A,A; este: egal cu diametrul înmulțit cu pro- -- 
*  deeţia, coardei-pe diametru, adică. A Až? este egal cu prima Pare îi 


` din ultima relație ;, rezultă 
kA wres, 
E "` Dacă X A = 90, avem- ar E bt E o —0.. 


Bitag, E Di 
ay „a a? = b3 + o + 20 x (proiecția lui AC pe AB). 


PRR 


L] 


(sa | “a Călaiaotra în. două puncte imaginare, fie A, unul dintre. Fo ji 


L= - pui x (proiooţia lui 448 pe åiB,j= =a? - — p or n 
RE = ` Teg 
A y ` ne nu ai 


aia, a e „Fig, e E o ga N i E 


"Dacă. dk. A > 90%, „avem -după teorema generalizată a mi o ) ; l 


“: Perpendiculara din B pe AB, ‘taie ‘cercul descris Pe db A 


Dă 


e Se 


= 


Ta rezumat, disutia d de mai sus pote fi andati astfel : AO 
nE < 90°; i —P42 F PB? + PO = PA = AA D 
' XA=9%0, —PA? + PB? + PO = PA (2). 


x A > 90%, — PA2+ PB? + PO= PA? + 4445. (3) 
Însemnăm cu R, cercul cu centrul în virful A, şi cu raza 
egală cu 4> 
- În cazul (1), cercul R, există şi relația (1) arată. că; 
—PA? 4+- PB? + PO: < 0, sau = 0, sau > 0 


— 


după cum: 

AP < AA sau 4,P= Arda sau AP > NA 
adică după cum punctul P este interior cercului R, sau este 
situat pe cercul R, sau este exterior cercului R, 


cazul (2), cercul R, se reduce la centrul său A, peni că 
râza sa Aå = 0 şi ecuația (2) arată că 


—PA? + PE? + PO = 0 sau > o 


-după cum punctul P coincide cu centrul 4, s&u este diferit de` 


„od T e e 7 EEE SS ti r shes 
E Aaa . PE G 
Le i Da sy PE n at, i 
. RE e. k 
` 
« 


centrul A,. 
n cazul (3), cercul R, este i imaginar şi relaţia (3) arată că 


— PA? + PB? iz PO02 > 0. 
- pentru că prima parte esté egală cu o sumă de două. pătrate, 


- oricare ar fi poziţia punctului P în plan. 
n mod analog se defineşte cercul R, cu centrul în B, gË .. 


| rază B,B, şi apoi cercul R, cu centrul în.C, şi raza C10.. 


` Dacă unghiurile A, B, O ale triunghiului AB? sint ascu- 
“tite, toate trei cercurile B, R, R. sînt reale.. . 

Dacă unghiul A este drept, iar „unghiurile B, 0 ascuțitór: 
. gereul R, 86 reduce la punctul A. iar cercurile R, şi R, snt 
reale. 

Dacă unghiul A este obtus, iar unghiurile B, w sacnţite, | 
„eroul R, este imaginar, iar cercurile R, și R, sînt; reale, ....- 

-Un astfel de cerc poate fi definit ca locul geometric ` at 
. punctului P din plan, care se bucură de proprietatea că pitrau 


“ distanţei: lui P la unul dintre vîrturile triunghiului oarecare: ra 


ABO este egal cu suma, „Pia lor iati 105 lui la celelalte. 
: donă: virturi:. aa i muti 


cc. . 


E Aia 


1.34. Se dă un paralelogram A BOD şi se consideră cercul O 
circumscris triunghiului ABD, care "nai întâlneşte pe BO în E şi 
pe OD în F. Dreapta BF întilmeşie pe AD în G gi DE pe ABîn H. 
Drepiele BF şi DE se întâlnesc în I, iar paralela prin G la AB 
întâlneşte paralela prin H la AD în K (fig. 14). Să se arate că: 

' i C , 


Fig, 14 


TPriunghiurile BIE și DIF sînt asemenea. 
Triunghiurile BIH şi DIG sînt asemenea. 

„ Drepiele EF şi GH sînt paralele. 

. Punctele I, C şi K sînt coliniare. 

. Punctele B, D, G, H sînt pe un cerc. 

. AE = AF. S | Di e 
Soluţie. 1. Coardele paralele AB și FD determină pe cere 


Supe» 


„arce egale, arc AF = arc BD; coardele paralele AD şi EB 


determină pe cerc arce. egale, arc AE = arc BD, deci 
| arc AF = arc AE = arcBD. : 
Triunghiurile BIE şi DIF sînt asemenea pentru că unghiu- 
rile din I sînt egale ca opuse la vîrf, iar unghiurile din E şi F 
sînt egale pentru că sînt înscrise în acelaşi are BD; rezultă că 
laturile omoloage sînt proporţionale | 
BI IE EB 
DI O IP FD E 
, _2. Triunghiurile BIH şi DIG sînt asemenea pentru că 
unghiurile din Z sînt egale ca opuse la vîrf, iar unghiurile din B . 
gi D sînt egale pentru că sînt înscrise în arcele egale AF şi AE; 
rezultă că laturile omoloage sînt proporționale | 


BI IH HB ana 
aE Rl (2) 
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A N SARE g | . ž ; Pan ERS at i: 

Beo EE $ aria : : e tg aia Ea 
arie „a ù PEE e i PE 5 
ă ; : k y de Pat 

— i a e Late, re gi 


"3, îi triunghini 3 zip; ditai ai esté pienia cu tie Sa 


i m pentru că ea. determină; pe: aţurile EI şi FI segmente Pro: ` 


Moreno Sa Aare; din Tapoartele: egale (£) Şi. e deducem și 


a ala, a zh IE IE. Sa n * EN 


a >, IF IG 
4 “fa iriuiighiul EIC, paralela HH’ la baza Bo: 0 imparte iee 


É celelalte două laturi în segmente proporționale, adică . aere DR ae 
BG a 
n Da = 3 ai 


IH — IR. E 
La fel, în iai FI C, paralela GG la baza po imparte C 
: celelalte două laturi în segmente proporționale, adică 
| IF IC, n TOR 
IG 1G ® 


Egalitatea (3) arată că Partea înţii în (4) este egală cu u ei 
partea întîi în (5), deci îi Dn A Raa 


F Pe IC i 
j l IH IG 


“adică punctele @ şi H' situate pe dreapta IC aad, ceea ce Ta 
revine la a Apune că dreptele QG şi HH' se întilnese într-un punct - 
K situat pe dreapta 10, adică punctele I, 0, K sînt coliniare. ` 


5. Punctele B, D, G, H sînt situate pe un cerc, pentru că ~ “4 


„unghiurile BGD şi 'BHD aint egale cu -unghiul la centru BOD, 


„deci cercul trece şi prin centrul O. Gi unghiul BGD ai 


are ca măsură, 
arcBD AF 
arc BD + arc 2 areBD, 
2; 
“iar r unghiul BHD are ca măsură 
l arcBD + arc4E l 
2 


„pentru că cele trei arce AF, AB, BD sînt egale. O | tea 
6. La arcele egale BD, AB, AF corespund, coarde egalė y 


BD = AE = AF. 


= are BD, 


L35. 1. Se dă un patrulater şi un. punct situat în- pai | 


patrulaterului ; să se găsească locul geometrie al punctului, $ K 


ştiind că suma pătratelor distanțelor lui la două vârfuri opuse ale 


A 


i să 


i i erie “egală au. Suma  pitratåor distanțelor. tui t 


b celelalte două vârțuri öpuse: ` . e. 
„2. Oare este locul geometrii, dacă punctul este situatin spațiu’ pi 


e pa Cazuri particulare: patrulaterul este a). tra- Too 


i pet isoscel ; b) dreptunghi; cy paralelogram. | 


Soluţie. 1. Fie patrulaterul ABOD, E mijlocul diagonalei 
arg AC și P mijlocul dingonalei BD: Fie P un punct oarecare itoan, 


Fig, 15 să f Gip Fig. 16 


în planul darinenn sau în spațiu (fig. 15). Teorema . medi- k 


E anei, aplicată triunghiurilor APO şi BPD, dă: 
B 4PE? + AC? = 2 (PA? + PO?) 
4PF? + BD? =2 (PB? + PD3). E 
Prin ipoteză PA? + PO = PB? + TE ra rezultă, sinma 


o seama că ÁC = 24B, BD =2BF, 


PF? — PE? = AF? — BF? = constant. e ai să 


Fie G piciorul perpendicularei coborîte din P pe dreapta - 


. FE, (fig. 16); aplicăm teorema lui Pitagora la neare A A 


dreptunghice formate PQP-şi PQE 
PF? = PŒ + GP: PE? = PG + az, 
di „de unde deducem prin scădere membru cu membru i 


PF? — PE =GP? GE, oii 


iar din egalităţile (1) şi (2) deðucem ” 
Si _PQ2'— EŒ = AE? = BF”, 
i, | care se mai scrie. 

sau 
ii PB (FE + da A — BF’, 


(PG — EG) we + BG) AB — BR. = l Suc Se = 


A ai t 
sau, în sfîrşit, - T Sg f pai 
pg — 4E BF FE, E (3) 
‘2FE , 
Această egalitate deterinină poziția punctului G pe'dreapta 
FE ; locul geometric al punctului P este perpendiculara ridicată 
în G pe dreapta FE. 
2. Dacă punctul P este situat în spaţiu, locul geometric al 
punctului P este planul dus prin G perpendicular pe dreapta FE. 
3. a) Dacă patrulaterul ABOD este un trapez isoscel, dia- 
gonalele A0 şi BD sînt egale, deci AE = BF, deducem PF = 
= PE; locul geometric al punctului P este axa de simetrie a 
trapezului, iar în spaţiu, planul de simetrie al trapezului, adică 
planul perpendicular pe planul trapezului şi care trece prin axa 
lui de simetrie. 
b) Dacă patrulaterul ABCD este un dreptunghi, mij- 
loacele E şi F ale diagonalelor coincid şi diagonalele AC gi 
ED sînt egale; în acest caz 


PA? + PO = PB + PD, 


oricare ar fi punctul P din planul dreptunghiului s sau din spaţiu; f 
problema este nedeterminată. 

c) Dacă patrulaterul BOD este un paralelogram, mij- 
loacele E şi F ale. diagonalelor coincid, însă Magonalela AC şi 
BD sînt diferite, deci egalitatea (1) 


PF? — PE? = AR? — BP? : 


este imposibilă, pentru că PF = PE, iar AE iz BF, deci pro- 
blema este imposibilă. 

„1 „Oa, exercițiu, propunem să se studieze problema în spaţiu, 
presapuninā că A, B, C, D sînt vîrfurile unui tetraedru, | | 

1.36. Se dau. două drepte D, și D, „concurente în punctul 
O şi se cere: . 

„1. Să se construiască un cere situat în planil acestor două 
drepte, avînd centrul în O şi astfel încît, dacă A: şi B sînt punctele 
de intersecție ale dreptei D, cu acest cerc, iar 0 și.:D punctele de 
intersecţie ale dreptei D, cu acelaşi cerc, distanţa AC să fie egală 
cu o lungime dată l, unghiul AOC fiind ascuțit (fig. 17). 

2. Care este mărimea unghiului AOC a) în cazul AD = AC 


şi b) în cazul AD = (2 + /3)40.. 
3. Să se calculeze mărimea razei Cercului, în funcție del, 
în ambela cazuri particulare, precedente. > = 
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is g P < i i id i : a i Y 


+ 


.. Solmţie, 1, În cercul cutat O, coarda AC, de lungime 

dată l, este perpendiculară pe bisectoarea Oz a unghiului D,0D, ; 
pentru a o construi luăm un punct arbitrar A' pe D, din A' 
<oborim perpendiculara A'O’ pe Ov şi pe ea luăm punctul C: 
astfel ca A'0' = l; paralela, prin O’ la D; taie pe D, în O, iar : 


Dy, 


Fig. 17 


perpendiculara din C pe Ox taie pe D, în A. Cercul cu centrul 
în O şi raza OA = 00 este cercul căutat. i 
; „2. a) Dacă AO = AD, triunghiul dreptunghi CAD este 
isoscel şi mediana, A0 este și înălțime, deci unghiul AOC este 
un unghi drept. a a a 
= b) Dacă AD = (2 + V3) 40, din triunghiul dreptunghi 
“CAD scoatem 
1 Saci 
= XAD ; EEN EEEE EO 
| A0 = ADtg XA 0, tg x ADC Cri 2 y3, 
deci x ADC = 15, iar X A00 = 2 x% ADC = 30. atita 
3. a). AC = AD; triunghiul dreptunghi CAD are catetele 
egale cu ], iar ipotenuza egală cu diametrul 2R, deci -. ie. 
4R =P}, R= Ma.. A 
b) AD = (2 + V3) AC; triunghiul -AOC este isoscel, un- 
ghiul din O fiind de 30°, iar unghiurile din A şi C de 75° ; teorema 
sinusurilor dă ` i 
OA AC R l 


= Sau = 
sin C sinO -~ sin 75° sin 30° 


= 8175 — 2 sin (30° + 45°) = 2U(sin 30° cos 45°- 
sin 30° cl A cca Coe e ce 


+ cos 30° sin 45%) = UETA ; 
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L 37. v w omare im r o4 în fina d traipea + oarboime AB0D. > 
. 1. Cum nu posedă. decit uni lang où care. poate să măsoare- 
lungimile, el măsoară laturile. AB = a, BO = Lă 0D D=, DA = d 
- şi calculează, aria totală S a locului. ` 4 
2. Vrea apoi să împartă locul în două ARE P: și Q, ducând 
un gară rectiliniu CM astfel ca P = kQ, unde raportul k este dat. 
Pentru aceasta, el calculează aria triunghiului BOM şi determină —- 
apoi lungimea laturii necunoscute BM = = p, pna seama de -- 
relația P = kQ. Sai 
__3 Aplicaţie. a = 30 m, b = 20 m, c = 15 m, d = 25 m; 
a Soluţie. 1. Ducem prin D paralela DE la Bii BO şi . 
„obţinem triunghiul ADE (fig. 18), în care se cunosc toate laturile: | 


AE =a—c, ED =b, 
DA =å, 
şi paralelogramu] EBCD. 
i Aria X a unui triunghi 


în funcţie de laturile a, B, 
veste dată de formula . 


2=p (p —«) (p —Lb) (p— yè 
în care 


2p=e+B+y. 
Pentru aria S, a triunghiului AED avem i 
«=a — 0, B =b, y=4d, 
deci = | l E a 
1681 = (a-+b—c+d) (a—b—e +å) (a+b—c—å) (—a+b+0+å)- 
Notînd acum cu I înălţimea CF = DG a triunghiului ADE, 


care este şi înălțimea trapezului, din formula care dă aria triun- 
A grimin) TE 


e 


DQ QC 


Fig. 18- 


= (4 —c ar, 
( ) 3 
se scoate ; | 
2S, . 
Ia; 
Q —c 
aria i citi este  ’ 
2 
BA = el = per 
Q—c 
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„dă, „aril operati i aaa aa e St gat, 
iat a a = : “Ba = -e + a- as a Fe: ea io, 00 e e zu 
; E Ei , i zi sto e E i 
: ia Din ratie i i ue ye Da E a 


ai a CORRET I SIF. 
5 Pe de altă parte | 
spa m cea f pai, j j 
i , 2 . 
PET l kS 
METIE - 


3. Dacă se > fac înlocuirile, se găsește 
„Si = 150 mè, Se = 300 mê, S = 450. mê, A 


cin illa æ = 30 m. 
c `15. 


- Punctul M trebuie să se găsească chiar în A, ceea ce: ză | 


a ay ‘verifică direct, triunghiul ABC avînd aria de 300 'm?, iar triun- 


--ghiul ADC de 150 m?. 
1.38. Se dă un triunghi isoscel ABC, unde CA = 0B; pe 


„cercul O, tangent în A la AC şi tangent în 'B la BC, se consideră i 
m puncit M interior triunghiului. 


Fie D, E, F picioarele perpenăicularelor duse din- M pe 
AB, AC, BO şi H, I, G punctele: în care drepiele AO, BO, MO 
taie "din nou cercul. Se notează (fig. 19) ` 


„MA =a, MB =b, MO =r; MD = d; MË =å ap = ţa 


"1, Băse demonstrează că patrulaterele ADME, BDME, 4084 | 
„sâni, aia e că 


2. :Priumghiurile ABG şi HIM sînt egale. 
| 3. Bă. se ealouleae d, e, f în fumngţie de a, b, r. 


” Soluţie. 1. Patrulaterele MAGB, MDBF şi MDAD int 
asemenea pentru că au unghiurile respectiv egale ; într-adevăr, 
în patrulaterul MAGB înscris în cercul O diagonala MG este 
un diametru al cercului, deci unghiurile din A şi B sînt drepte ; 
în patrulaterul MDBF, unghiurile din D şi F' sînt drepte prin 
construcție, iar în patrulaterul MEAD, unghiurile din E şi D 
sînt drepte tot prin construcție. 

În sftrgit în cele trei patrulatere, unghiurile din G, B, A 
sînt egale pentru că toate au ca măsură jumătatea arcului AB, 
deci sînt egale cu jumătatea unghiului la centru A0B. g 

* Rezultă că laturile și diagonalele omoloage sînt proportio- 
nale ; din asemănarea primelor două patrulatere deducem ega- 
lităţile (1), iar din asemănarea ultimelor două patrulatere dedu- : 
cem egalităţile (2) şi anume: 


MD DB BF FM MB DF (2) 


—— O E — O — o — e 


2. Triunghiurile A BG şi HIM sînt egale pentru că unul este: 
` simetricul celuilalt în raport cu centrul O ; într-adevăr, perechile 


Fig. 19 


de virfuri A şi H, B şi I, G şi M sînt puncte diametral opuse în 
cercul 0. 

3. În egalităţile (1) scriem că.primul raport este egal cu 
al patrulea raport şi cu al cincilea, | 


a 8) 


dar “în egalităţile (2) seriem că primul raport este egal. cu al : 
| 2 alee 


sii E 
ie A NI (4) 


În (3) şi (4) avem trei ecuaţii cu trei necunoscute, de unde 
deducem 


ab . aê 
à = —; e= — Sie Al 
ar ? îi 2r ? f 2r 


"GEOMETRIE ÎN SPAȚIU 


II.1. Se dă triunghiul echilateral ABC, de latură a şi o 
dreaptă MN situată în acelaşi plan, cu iriunghiul, paralelă cu 
Latura BO și la distanța h de aceasta. 


1. Să se calculeze aria S ce se obţine prin rotirea de 360° | = 


în jurul agei MN a conturului ABOA al triunghiului. Da 
TE 2. Să se calculeze volumul V ce se obţine prin rotirea: de E 
360% în jurul axei. MN a triunghiului ABO. | 
Soluţie. 1. Latura BO generează un cilindru a, cărui arie 


laterală este egală cu a X 2mh; laturile AB şi AC generează `` | 


două trunchiuri de con egale; aria laterală a unuia dintre elè 
este egală cu ma(R + r), unde R este distanța vîrfului A. la axă, - 
„iar r = h este distanța la axă a vîrturilor B şi C. Însă R =h + 


înălțimea triunghiului echilateral, adică R = A + als deci 


8 = ax2mh + 2ra(2h +41?) = ma (6h + a3). 


Centrul de greutate G al conturului triunghiului ABO se 
găsește la o distanță de axă egală cu h plus o treime din înăl- - 


ţimea, triunghiului, adică k + —— al, ; după teorema lui Pappus, | 
regăsită de Guldin, aria S este ali cu lungimea conturului,. - 


adică 34, înmulțită cu lungimea cercului a cărui rază este egală. Í E NE. i 


-cu distanţa la axă a centrului de greutate G, adică 


5) = na (6h + aj 3) 


E PN z(h+ 


şi am regăsit același rezultat ca prin prima metodă. 
„2. Latura BO generează un cilindru al cărui volum aste 
egal cu' axvrh?; laturile AB şi AC generează două trunchiuri 


de con egale; volumul unuia este egal cu nI iure unde 


> 


lui, adică a —— 
este egală, cu distanța la axă a centrului de greutate G, adică 
| a + a = La , deci 


taimia 7 e F sar ia și 7 ii i tost dotërminato lai punctul 1 


di animé Fon R= h ie, at, ; urmează că. voluraul x agad 


cou cele două trunchiuri de con, mai puțin cilindrul, este 


| yoat Hep jpe a h +a ax, E 


a V =Ë (a + 2V3). ` 


" Centrul de greutate al suprafeței triunghiului ABC este 
acelaşi puncţ.G de la punctul 1, deci după teorema lui Pappus, 
„regăsită de main) volumul V este egal cu suprafața triunghiu- 

3 


7» înmulțită cu lungimea cercului a cărui rază 


N 


v = LIEN xana 13) ZÉ (a + 2h Y3) 


k | m am regăsit același rezultat ca prin prima metodă. 


IL 2. Fie R, 8, V raza, aria și volumul unei sfere ; se împarte 


sfera nè sfere egale, fie t, s, 9, raza, aria, volumul unei sfere miti. 


: î. Să se. determine raportul dintre aria totală a sferelor mici şi aria. 
E e inițiale.. 


Don > i maxim? = nxm [È 


` Soluțies Avem : k 
3 / 
- 55 4 
V = m E aR; 8 = int; v = nr’, s = drr’. 


e 


„Din relația V = nw scoatem 


R 
R? = nr, R = nrp f‘ 
. - o n 


Aria celor ns sfere mici este 


ză A 
| =" Link? = = ng. 
| n 
n a) . 
a ‘ 1} Cunoscută sub numele de teorema a doua'a lui Guldin. 
As Dă P / E i reS s i 


__ Obţinem următorul rezultat : dacă o sferă de rază R se 
descompune în n? sfere egale, raza fiecărei sfere mici este egală. - 
cu =, iar aria totală a sferelor mici este de n ori mai mare 


decît aria sferei iniţiale. 


Observaţie. Rezultatul este acelaşi dacă în locul sferei considerăm un. 
cub pe care-l descompunem în n? cuburi egale, sau un paralelipiped sau, mai ge- 
neral, un corp de o formă oarecare pe care-l descompunem în n’? corpuri egale 
şi asemenea cu corpul iniţial; dacă S este aria corpului dat, aria totală a celor 
n? corpuri este nS, care din punct de vedere matematic poate fi arbitrar de mare, 
luînd pe n suficient de mare. 

Există în natură numeroase exemple de corpuri care se divid în mai multe: - 
şi mai mici, astfel ca volumul rămînind acelaşi, suprafaţa să se mărească. Se 
ştie din Biologie că, dacă celula a ajuns la maturitate; presiunea osmotică se deze- 
chilibrează şi pentru restabilirea echilibrului, este necesară o suprafaţă mai mare 
pe care celula o realizează prin diviziunea aceleaşi mase în mai multe celule. 

La unul dintre Cursurile Facultăţii de Medicină se dă chiar următoruk 
exemplu, de natură să impresioneze pe studenţi ; o sferă, care are mărimea unet 
mingi de tenis, poate fi descompusă în mai multe sfere egale, așa fel ca suprafaţa, 
totală a sferelor mici să fie egală cu suprafaţa terenului de tenis. 

Din fizică se ştie că curenţii de înaltă frecvenţă se propagă la suprafaţa con-. 
ductorului, astfel încit în locul unui cablu cilindric gros, se fabrică un conductor- 
format din numeroase fire subţiri, numite liţe, care sub acelaşi volum prezintă o 
suprafaţă mai mare. În mod precis, dacă cilindrul de lungime ? și cu raza bazei 


R 
R se descompune în n2 fire, de aceeaşi lungime [, însă cu raza bazei z ; suprafaţa: 
celor n? liţe este de n ori mai mare decit suprafața cablului iniţial. 


Discuţie. Am văzut că dacă o sferă de arie S se descompune în n? sfere 
egale, aria totală a acestor n3 sfere mici este egală cu nS. Care este valoarea ma- 
ximă a lui nS? Din punct de vedere matematic, nS poate lua o valoare infinit. 
de mare luind pe n suficient de mare, însă din punct de vedere fizic, nS are o 
valoare maximă finită, ceea ce este ușor de prevăzut, pentru că materia avind o. 
structură discontinuă, adică fiind formată din molecule, atomi, electroni, protoni, 
neutroni, nu putem continua cu diviziunea unui corp dat în părţi oricit de mici 
şi deci n are o valoare finită. Să facem calculul în cazul hidrogenului, care este- 
elementul cel mai simplu din punctul de vedere al structurii atomice ; rezultate: 
analoge se pot obţine și pentru celelalte elemente. 

Un balon sferic cu raza de 17,47 cm are volumul egal cu 22,34 l = 22,34 x 
x 103 cm3; acest volum poartă în Chimie numele de volum molecular gazos.. 
La temperatura de 0° şi la presiunea de 760 mm mercur, în vasul sferic încap 2,016 g: 
de hidrogen, care se compune din 6,062 x 1025 molecule; numărul N = 6,062 x 
x 1023 poartă numele de numărul lui Avogadro. Cum fiecare moleculă de hi- 
drogen se compune din 2 atomi, avem în vasul nostru 2N = 12,124 x 102% 
atomi de hidrogen. Presupunem că am reușit să izolăm atomii și să închidem pe 
fiecare în cîte un balonaș sferic a cărui rază să fie egală cu raza orbitei pe care 
se mișcă electronul în jurul nucleului (atomul de hidrogen se compune din nuclew 
şi un singur electron). Să calculăm aria balonului inţial și aria balonașelor. 

Aria balonului este i 


4T R? = 4r (17,47)? = 38,36 x 102 cm2, 
adică aproximativ o treime dintr-un metru pătrát. 
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RE 
; Gea mai mică orbită pe care se mişcă electronul, în atomul de iarogen, 
are raza, E ; 


| a= 9.53 cm, 
. 108 
iar celelalte orbite, pe care se poate mişca electronul, au razele 
a, = 4a, a, = 9 ay ..., ap = na. s 
Aria S, a celor 2N = 12, 124 x 1022 balonașe de rază a, este 
S, = 42,795 x 10? cm? = 0,042295 km3, | 
iar volumul lor este 
i v, = 2296 em? = 0,000766 x 103 cms. 
10 í 
Aria S, şi volumul V, ale celor 2N balonaşe de rază a, sint 
Sa = 4? S, = 0,68427 km?; V, = 43 V, = 0,048384 x 10? cm3. 
` Aria S; şi volumul V, ale celor 2N balonaşe de rază a, sînt 
Ss = 9? S, = 3,466395 km?; V} = 93 V, = 0,551124 x 103 cm?. 
Aria S, şi volumul V, ale celor 2N balonașe de rază a, sînt . 
S, = 162 S, = 10,955420 km; V, = 162 V, = 3,096576 x 102 cm3. 
Aria S; şi volumul V; ale celor 2N balonaşe de rază a sînt 
S; = 25? S, = 26, 746875 km?; V; = 253 V, = 11,8125 x 10%cm3 
Aria Se și volumul Vs ale celor 2N balonaşe de rază ag sînt 
Ss = 36? S, = 55,462320 km?; Ve = 363 V, = 35,271936 x 103 cm?. 


Dacă presupunem că volumul moleculei de hidrogen este egal cu suma vo-, 


lumelor. celor doi atomi şi dacă facem ipoteza că volumul total al balonaşelor, în 
care am putea izola cite o moleculă dintr-un corp oarecare, este mai mic dectt 
volumul corpului, ceea ce revine a presupune că nu există înterpătrundere între 
molecule, deducem că electronul, în atomul de hidrogen, se poate misen pe orbitele 
de 'râze üy, Qa, Qg, Q; şi Ag, pentru că | 


Vi Vp V< V< V, = 11,8125 x 103 cm3< 22,34 x 102 cm? = 
= volumul balonului iniţial, l 


dar nu se poate mişca pe orbitele de raze ag, a; etc., pentru că dacă electronul 
s-ar mişca, de exemplu, pe orbita de rază ag, am avea 


= 35,271936 x 102 cm? > 22,34 x 103 cm? = volumul balonului iniţial. 


Urmează că S, reprezintă valoarea maximă a ariei totale a balonașelor în 
care putem descompune volumul dat de hidrogen, adică hidrogenul cuprins într-un 
balon sferic, a cărui arie este egală cu o treime dintr-un meiru pătrat, poate fi des- 
compus într-un număr attt de mare de balonaşe, -încii suprafața lor să fie egală cu o 
treime din suprafata orasului Bucureşti. 
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= e 
? 


d JL 3. Pic, ABO uñ miwighi danbin ire oare e Dieste pictată 
z ` anälțimii coborâte din A pe. ipotenuza BO; cumosăthă AC = 
© AB = 0, se cere să se calculeze = ` 


„1. Volumul şi aria solidului generat: prin rotația triunghiului 
ABO în jurul lmi AC; 


.2. Volumul şi aria solidului gener at prin rotația aceluiaşi a 


triunghi ABO în “jurul lui £B. 


Soluţie. Vom rezolva problema, în general, pentru un 
„triunghi oarecare „ABC, ale cărui. laturi. le. vom nota ea de 
"obicei : 


fo Să ducem înălțimile AD, BE, OF şi să notăm cu n h, 
h, lungimile lor. : E 
i Volumul F, al solidului, născut prin rotirea de 360° în jurul 


BO =a, 0A =b, Bea t, tă GA 


lui BO, a triunghiului A BO, este suma volumelor conurilor - 


gerierate de triunghiurile dreptunghice ABD, ACD, dacă 
unghiurile B, C ale triunghiului ABO sînt ascuţite, sau diferenţa . 


volumelor acestor conuri, dacă unul dintre unghiurile B, © - 


este obtuz. În primul caz, avem 


V,= E AD: DB + ZAD Den aha; 


-` fn al doilea caz, avem: 


Vu= 540 DB — E Ap: po = ah: 
(ai presupus 0 > 90°). TE e 
i Deci în toate cazurile avem : V, = Taha; în același mod 

deducem expresiile volumelor analoge : 
e, T 12 T -y2 n 
= — bh V = — che. g E 
E V, 3, b 3 -€ 3 „i a 
-Aceste relaţii se mai pot scrie şi astfel : 


Va= E 28 Vo= E Sho, Ve = E 2Bha 


- B fiind aria triunghiului AB0. 0 0 


n 1 


î. Dagh e, a dot fond by 
aloùl sil celör, trei.v time“ agi 
„ati „ap n fortnna £ P ; 


ve -w 


Ee WG, tip etate) o 


` apoi voimas rezultă din li ăţile : n Esi, dt dag 


„aV, = Z - 482 r ie Ei 482, oY. paa e ne a Da 
Fat 3 ? aoa Pa aa 


- i} 
N ` F 
ME 


Dacă triunghiul. ABO at PEI în A, avem : - 


` 


A E P ps BE e. i tă invita aia, CE cit elada 


“deci g ste den ajuns să se Ja b, ecğci 28 = be, 


tre cele trei volume există o relație, după cum vom vedea 
2 maaiă, astfel că este suficient să caleulăm.numai două dińtre ele. 


~ Orieare ar, fi triunghiul ABO, avem relațiile : E auda 


aVa = bV, = 6V, = 4r, > n 


a oron Fas Vos V, sînt divers proporționale ca lungimile Eoee 


latürilor a, b, c. 4 


' Dacă triunghiul ABC Tana o anumită particularitate; HoR 
À deci dacă între laturi avem o relație de forma : : 


F (a, b, 6) = 04 


(sau două, sau prei asttel de relații), între Va: Vos Ve avem în 
velaţia:  -:: că ni 


TE Eee e = 0, 
O AVe Vo Vej” 


GA 


„căci F este presupusă funcție omogenă de a, b, c.. a 
De exemplu, dâcă laturile triunghiului ABO sint | în pro- ES 


gresie’ 'aritmetiog 2a:= = b +c, între n avem : 


9 Na, d i a . : 
sr i R 
Va . Yo Ve, > die | P E 


| adică cele trei volume. sînt în progresie ar moriică. Hi 
-Dacă laturile triunghiului. sint, în progresie geòmeirioă, a 
volumele; sînt tot în.progresie geometrică ;. în. sfârșit, dacă tatal: Eo 


Ta ABO este PA în A, avem: 


iu 1. = 1 gi > Ro j 
- 2o y2. ioy? RRC: 
` A Va Vi Ve pEi 
B g ra 
179 - 
ge ei „d. 
5 < pi a 
- a EI - N 
E 4 îi -`~ , 
i . ` é F S 
Ma ia j 


ĝi ura ipni 480. - 
pes, matii 36 ~ ioè 


i 
ETEN 


Să ATE acum ariile S4, S,, S, ale. aise trei solide de 
mai sus. Aria Ş, este suma ariilor laterale ale conurilor generate 
de triunghiurile dreptunghice ABD, ACD (oricum ar fi unghiu- 
rile A, B, 0). Deci: 

Sa =n: AD- AB + ne AD: A0 = ha(b+o). 

În mod analog, deducem relaţiile : 

Ke = h (c + a), Be = n'h, (a +b). 

Aceste trei relații se mai pot serie, şi astfel : 

a: 8, = 28 (b-+o), b- S, = 2x8 (c+-a), c : Be =2rg (a+b). (3) 


Dacă se cunose deci lungimile laturilor a, b, c, putem calcula 
cele trei arii Kas Kos Doe 

Observăm că relațiile (3) fiind omogene în raport cu a, b, c, i 
între Sa, S3, S., S va exista o relaţie dedusă prin eliminarea lui 
a, b,c: 


RER Sa 1 
2r$ 
1 __ Se. = 0, 
2mS 
»l 1 — E 
2S 
4282 (8, + Sa + Sa) + 167383 = SaS. (4). 


Dacă cunoaștem suma Sa + Se + Se şi produsul SSeS., 
putem calcula pe S; în adevăr, notînd 2rS = v, relaţia (4) 
devine : 

2x? + (Sa T So T e)? T DaDo, =a 0; 


această ecuație are o singură rădăcină pozitivă (teorema lui 
Descartes) deci avem pentru S o singură valoare. Este curios 
faptul că pentru calculul lui S nu avem nevoie chiar e 
Sa; Su, Se, ci numai de suma și produsul lor. 


"Observaţie. Dacă ne propunem problema inversă celei date, adică să cal- 
culăm pe a, b,c cînd cunoaştem pe Sa, Sb, Se, vom proceda astfel: vom începe 
prin a calcula pe S din ecuaţia (4), luînd rădăcina pozitivă a acestei ecuaţii; vom 
înlocui apoi valoarea aflată pentru S în ecuaţiile (3). Aceste ecuaţii formează un 
sistem liniar și omogen, care admite şi soluţii diferite de zero, căci condiţia (4) 
este verificată, deci vom putea determina pe a, b, c într-o infinitate de feluri consi- 
dertnd numai două dintre ecuaţiile (3) ; aceste valori diferă printr-un factor de pro- 
porţionalitate. Determinarea lui a, b, ec se poate face deci într-o infinitate de 
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moduri, cina se. dau Sa, PR S.; perii doi piu ada ariei .S nu este nevoie 
chiar de Sa; Sb, Se, ci numai de suma și produsul lor. 

-- Dacă ne-am pune aceeași problemă pentru Joule, vom proceda astfel : 
din sistemul (2) scoatem : 


a = = pn 5 
, , 7 (5) 


k fiind un factor de proporţionalitate. Dacă acum considerăm ecuaţia 3k = 4rS€, 
` sau dezvoltată: 


12k = v (2b%c3 + 2c?a? + 2a2p2 — at — bt — ct), 
putem deduce pe k, înlocuind aici pe a, b, c sat valorile (5). Se deduce o ecuaţie 
de gradul 4. căreia suprimindu-i rădăcina k = 0, ne rămîne ecuaţia : mAk? = 12, 
unde am însemnat : 
| 2 1 
AL o... 


275 i A 
ViVe Vă 


Introducind în (5) rădăcina reală pozitivă a ecuaţiei în k, avem valorile lui 
d, b, c. Problema admite în general o soluţie unică. (Mai rămîn de cercetat condi- 
iile ca lungimile a, b, c să poată determina un triunghi). 
Dacă între laturile triunghiului ABC avem o relaţie de forma : F (a, b, 0) = 
= 0, între Sa, Sp, Se vom avea de asemenea o relaţie, oii eliminind pe a, b, 
< din relaţia precedentă şi relaţiile (3). 
„ De exemplu, dacă laturile triunghiului ABC sint în progresie aritmetică 
2a = b + c, relațiile (3) devin : i 


Sa = 4x5, bSy = zS (b + 3c), cS. = 7S (3b + c). 
De aici deducem relațiile : 
b (455 — Sa) = 3cSa, c(4Se — Su) = 3bSa- 
Elimintnd pe b, c avem relația căutată : 
(4Sa — Sa) (45, — Sa) = 9Sa. 


A = 


II.4. Într-un plan se dau două puncte A, B şi două drepte 
oarecare D și A; se cere: 3 

1. Să se determine î în acest plan un punct M, care să fie î în 
același timp egal depărtat de, punctele A, B şi de dreptele D şi A. 

5. Însemnînd AB = 2l, MA = a, se cere să se calculeze aria 
i volumul corpului generat de triungħiul AMB, prin rotirea lui 
jurul dreptei AB. 

3. Să se determine locul geometric al puri din spațiu 
ohidistante în acelaşi timp de punctele A, B şi de dreptele D şi 
A (fig. 20). 

Soluţie. 1. Dreptele D şi A se taie în O, fie OB, şi OB, 
bisectoarea interioară şi bisectoarea exterioară a unghiului 
DO A. Fie C mijlocul segmentului AB şi OM perpendiculara 
în O pe AB; această perpendiculară taie bisectoarele OB, 


și 
în 


6 — Culegere de probleme : 81 


ri Noz 
Ei 


s . i r4 Aan? spa a an ai è - A : 
PES e: ` BF pi PAE E Cd Sa E i ei aaa D 
da p 3 w E, t. 


a “Şi, COB; în TA şi Mu Puidee u, şi n delo dous a solaj 


-ale problemei; într-adevăr M este egal ; depărtat de: A și. B, . 
adică MA = MB, :ca oblice egal depărtate de: piciorul : 0 al | 
 - - perpendicularei M C; însă punctul M găsindu-se pe bisectoarea, 
„08, este Hi depărtat de dreptele D gi A (am însemnat, pentru 
prescurtare, prin M gi B res-` 
pectiv, unul dintre ponere M, 
Și Ma, B, şi Ba). | | 
- 2. Triunghiul AMB se dei 
compune în două triunghiuri i 
dreptunghice . egale ACM şi 
BOM, care descriu, prin rotirea 
lor în jurul lui AB, două conuri . 
egale, cu înălțimile CA=0B=l. 
şi ale căror baze coincid cu cer- . 
„cul cu. centrul în C ‘şi raza 
"CM = Ve- T; ' generatóarea. 
i | +8 acestor conuri este 
„ Fig.20 i AM = BM =a. 


-Aria generată de conturul AMB este egali cu aria laterală | 
a celor două sonun adică 


i 


& Z. OM- AM j Lai CM: BM = 2ra Va — z 


x Volumul generat de triunghiul AMB este egal cu suma. 
volumelor celor două conuri, adică 


i 


PV = Dem: 0M: CA +A p-0M*-0B = 2 z(@— P) 


Mai putem determina S şi V cu ajutorul celor două teoreme ale lui Guldin 
S = arc.:X 2nd, V = aria X 2xd, 


unde d este distanţa la axa de rotație a centrului de greutate: al conturului poli- 
gonal AMBA în cazul ariei S; al ariei triunghiului AMB, în cazul volumului V. 

Conturul poligonal AMBA se compune din trei laturi AM, MB şi BA, deci 
lungimea conturului este 


AD a 


eo, Distanţele în dy, d, ale nijloaceior celor trei laturi AM, MB, BA, la a axa de ` 
" rotajie AB, sint 


Mă 


y y 


0E) - ai Li 
; A 7 R 


4 


i iesi da èentrulii ae greutate, al doniuri poligonit ‘AM BA la axa da 


i taie AB este. dată „de“ 


t 


n AMi d MBxd + BA xd, e a E aa 
AMA MB+ BA Aa 3 e 
Wio gL NETE e 
Fi ` a+a+2l. 
Păcind înlocuirile : | | 
N 4 l 22 
Ea S= arex 2nd = 2 (a + Dx 2ra LEE, 


! i S = 2ra Va ZE 


. Centrul de greutate al ariei triunghiului AM B se găseşte pe mediana (care | 


1 
este şi Apune) CM, la E de baza AB, deci distanţa d: a centrului de greutate, 
3 3 
1 1 Pe E E 
z 4BXCM= ea ye- e= ye- ë. 
| , 


` Fäctäd inlocuirile, : i o 3 a 


Le) 


dă V = aria x2nd = ie Pxm: > rea a ina 


—— 


3, Fie P, şi P, slaide perpendiculare pe situau) (D, A). 
şi ale. căror urme pe âăcest plan sînt bisectoarele OB, şi 0B,; 


`- este evident că orice punct. din planul P, (sau: P2) este egal depăr- 


“Aa de dreptele D şi A. Fie x planul perpendicular în C pe 


sa segmentul AB; urmează că orice punct al planului z este egal 


depărtat. de punetele A şi B. Planul x taie planele P, şi Pa 
după două drepte D, şi Da, perpendiculare în M, şi M, pe planul 
" 4D, A) și orice punct al dreptei D, (sau D») este egal eta 
„de punctele 4, B şi de dreptele D, A. 


115. Se dau într-un plan, două cercuri : 0 de rază R şi o 
"de rază R £R. 
1) să se ducă o secantă care să intercepteze pe cercul O` o 


a de lungime = și în cercul O' o coardă de lungime = = (fig. 20) 


. Să se gene 'alizeze în spațiu, 


să sal 1. Problema poate fi generalizată ; dacă m si n Sînt 
două numere mai mici decît unitatea, să determinăm o secantă - 
care să intercepteze pe : peron O o coardă de lungime 2m.R; 


a la axa de rotaţie A B, este ea a CA = Mee Aria triunghiului AMB l 
este a 


ON 


Lă 


„apt 


t 


“iar pe stea O' o coardă de lungime R; „enunţul dat cores- - 
punde cazului particular m =n = TS, a E 
Se construieşte cercul 0,, concentric cu O şi de rază 


R, = RVl—mă, şi cercul 01, concentric cu O', şi de rază 
R = R' i= Zn. Cercul 0 interceptează, pe o tangentă oare- 


Fig. 21 


care la cercul 0,, o coardă de lungime 2m R ; iar cercul O’ inter- 
ceptează, pe o tangentă oarecare la cercul 0i, o coardă de luan- 
gime 2n.R'. Urmează că cercurile date O şi O’, interceptează pe o 
tangentă comună la cercurile 0, și Oi, două coarde egale res- 
pectiv cu 2mR gi 2nR'. Problema admite patru soluţii, pentru 
că la două cercuri O, şi 01, presupuse exterioare, se pot duce 
patru tangente comune, două exterioare şi două interioare. 

2. Să rotim de 180%, în jurul liniei centrelor OO’, figura 
plană formată de cercurile date O şi 0', de cercurile construite 
O, și Oa şi de tangentele comune exterioare şi interioare la ulti- 
mele două cercuri; obţinem sferele O și O", de raze R și R’; 
sferele O, şi 0i, concentrice cu primele, de raze R, și Ri; cele 
două conuri tangente sferelor O, şi 01. 

Un plan tangent oarecare la unul dintre aceste două conuri 
este tangent la sferele O, şi 0i şi taie sferele, 0 şi O' după două. 
cercuri ai căror diametri sînt egali respectiv cu 2mR şi nk’. - 
Aceasta este generalizarea în spaţiu a problemei date. 


t 1.6. Într- -un plan P se dau două puncte fixe 4, B; se mai 
ia un punct oarecare M în acelaşi plan. 

Pie M' un punct în spaţiu astfel ca segmentul MM” să fie 
văzut din punctele A, B sub unghiuri drepte. Se cere locul punctulmă 
M' în următoarele cazuri : | 

1. Punctul M este fix. N i 


! 
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2. Punctul M descrie un cerc care trece atacata A, B. 

3. Punctul M desorie o dreaptă perpendiculară pe AB 
(fig. 22). - 
Ee Soluţie. Dacă se ansie toate dreptele perpendiculare 
în punctul A pe dreapta AM, se ştie că toate aceste drepte sînt 
situate într-un același plan 'Q perpendicular pe dreapta AM 
şi deci perpendicular pe planul P. 

La fel, toate dreptele perpendiculare pe dreapta, BM în. 
punctul B, "sînt situate într-un același plan R perpendicular pe 
BM şi deci perpendicular pe planul P. 

Intersecţiile planelor Q, R cu planul 
P sînt, evident, perpendicularele ridicate 
- în punctele A, B respectiv pe dreptele 
AM, BM. Aceste două perpendiculare 
se taie în punctul N. 

Dreapta A, intersecţia.planelor Q, R 
trece, evident, Prin N şi este perpendi- 

eulară pe planul P, căci este intersecţia 

a două plane perpendiculare pe planul P. Fig. 22 

= Punctul M’ trebuie să se afle atît 

în planul Q cât şi în planul R, deci se va afla pe dreapta A, 

intersecţia acestor două piane. 

1. Dacă punctul M este fix, evident că și punctul N este 
- fix, deci dreapta este fixă. Reiese de aici că, în acest caz, locul . 

geometrie al punctului M’ este dreapta A. 

2. Presupunem că punctul M se mişcă acum în planul P 
după o lege anumită. În acest caz, locul geometric al punctului 
M' este, natural, suprafaţa cilindrică născută de dreapta A 
care rămîne paralelă cu ea însăși (este necontenit; perpendiculară. 
pe planul P şi întîlneşte d curbă directoare fixă, curba loc. 
geometric al punctului N). 

Dacă, de exemplu, punctul M descrie un cere I trecînd prin. 
A; B, punctul N descrie, evident, acelaşi cerc deoarece 
X MAN =X MBN = 90", adică punctele M, N sînt dia- 
metral opuse în cercul F. 

Urmează că, în 'acest caz, locul geometric al punctului M” 
este cilindrul circular drept care are ca bază cercul I și ale cărui. 
generatoare sânt perpendiculare pe planul P. | 

"3. Să presupunem acum că punctul M descrie o dreaptă D 
perpendiculară pe- AB. Fie m intersecţia dreptei D cu AB, 
iar n proiecția punctului N pe AB. Figura Mm Nn este un 
trapez. Dreapta OC care uneşte mijloacele diagonalelor MN, mn- 
este paralelă cu Mm și cu Nn, deci este perpendiculară pe AB. 
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- Sum 0 este ostil vero circunisèris peratateiruibai MANB, a 


` urmează- că punctul, ©, proiecția sa pe AB, este tocmai mijlocul 


ai AB. Deci pünctul-ń este simetricul punctului fix m față de ` gi 


punctul fix :0, deci este şi el fix. Urmează că, în acest caz, locul - E n 
geometric al punctului N este dreapta D', simetrica, dreptei D  : 


fată de punctul C. 


Se poate arăta şi în alt chip că punctul N descrie o perpen-: 2 


dicular pe AB. În adevăr, din triunghiurile dreptunghice 
MAN, MBN deducem NB? = MN? — MB? NA?= MN? — 


`. — MÂ2. Prin scădere deducem NA? — NB? = MB? — MAL’. 
: Dar deoarece M descrie dreapta D, perpendiculară pe AB, --:: 


avem MB? — MA? = mB? — mA? = constant, deci, NA?— 
_— NB? = constant.. E 

Se ştie că locul geometric al unui punct N definit de o ase- 
menea relaţie este o dreaptă perpendiculară pe AB. 


| Cînd punctul N descrie dreapta..D', dreapta A generează, ` E? 
„evident, un plan S perpendicular pe planul P, pe care-l inter- ` 


sectează după dreapta D'. Deci locul geometric al punctului 
M” este în acest caz planul S. 7 Ta 


„ _ M7. Se dă un tetraedru regulat ABCD de muchea; fie AO 
înălţimea din A. Un plan dus prin 40 taie pe BC şi BD res- 
pesti în M și N. Be notează 


1) aran 
i a ` 

Să se FRA æ şi y prin 

rilor AMN, ABN, ABM să fie în 


tetraedrului. 

3. Discuţie (fig. 93). . . œ 
| Soluţie 1. Notăm cu B’, C’, D i 
Fig. 23 picioarele înălțimilor triunghiului 


BM = £, a = - Să se arate că >- 


SEA ca suma ariilor triunghiu-. 


raport constant k cu aria totală a. | si 


BOD, iar cu O. centrul acestui tri- . . . 
titi fie încă P Propoli punctului N pe latura BC; zii e 


; relația evidentă 


2 aria BMO + 2 aria BNO = 2 aria BMN (1) - 


BMxOD' + BNxO0OC = BMXNP . (2) 


è 


SE i ro “Obaărvâuă. că inngaiul, BN: P ate,  sumătate « dintr-un tt, 
pri uita echilateral, Byam - | 


Avem de asemenea 0D' =00' = 2E 


Cu acestea, relația (2) devie 


s 
3, Tiebuie să avem relația 


aria AMN +aria a ABM =k aria alasi (3) . 


Avem aria AMN = — MN x 490. Teorema lui PORER 


generalizată, aplicată, la teung BMN, dă 
MN? = BM? + BN? — 2BM x BP 


i ki 
MN = Py in L uN = VE Fa wy. 
Triunghiul dreptunghi: AOB’ dă 40? = AB? — 0B”, 
eS 40 = (al) — [+ iz) e LEA 
aa 2 ] 3: 2j 4 12 
40 = al2 


“Deci aria AMN =- aty ay x aa m 


: Avem mai depar te i | l 
1 ast y3 y3 
A SA BNIA a — = ay — 
ària BN =a xAC ka ay a 
aria. v ABM = BM x AD' a x ale = aa. 


Relația (3) devine 


: alta ZE a Văteto, k aria tetraedrului. .. . 


pi 


- 


i 


Dar. aria tetraedrului 


= 4 aria BOD =1x} axa Š= a $3. 


- Deci, avem condiția : 


EZTET Beta 
y6 4 


Pentru determinarea lui z şi y avem de rezolvat sistemul : 


= ka 3. 


a(c + y) = 30y, SA Eto  kay3. 
6 4 
‘Ecuația a doua se mai scrie : 
V +y — 3y V3 +y = 
gr stai, 


sau, dacă ţinem seama de prima ecuaţie, 
IETE zeta, Ben o tay. 
Însemnînd æ + y = u şi eliminînd numitorii, avem 
4Vuz Zau = 12ka Y2 — 3u V2. 
Ridicînd la pătrat şi grupînd termenii, 
u? — 8a (9k — 1)u + 141h?2a2=0. 
Rădăcinile u,, ua ale acestei ecuații sînt : 


ua = 4a [9k — 1 + V (9k — 1)2 — 9k2] 
gau 


ua = 4a [9k — 1 + VUZE — 1) (6k — 1)]. 


Condiția ca rădăcinile să fie reale este (12k —1) (6k —1) > 0, 
deci k trebuie să fie cuprins într-unul din intervalele : 


1) 1 
G Ia 
Cum k trebuie să fie pozitiv, primul interval se reduce la (o, ial i 


N 
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. — ` O dată eunoseat u, ne rămîne să rezolvăm sistemele. 
ah, l TA 


ohm y=; TEYS y=. 


æ şi y sint deci rădăcinile ecuațiilor as 
z? — uz + ir = 0, 
unde se va înlocui u cu w şi uz 
Pentru ca, æ şi y să fie reale, trebuie ca u? — 4 => 0, sam 


u (e — i > 0, deci trebuie ca u, și u să fie cuprinse într- 
unul din. intervalele | — co, o) ; (+, + 00 E 


Primul interval se exclude căci 4, şi ug trebuie să fie pozi-. 
__tive. De.altiel, chiar din expresiile scrise mai sus rezultă că 4. 
u, sînt pozitive. În adevăr, avem (9% — 1)? — 9%? < (9k — 1), 


V Ok 21)? — 9k? <9k— 1, 9 —1++V(9k 212 29H>0. 


3. Din cele de mai sus rezultă că valoarea minimă a sumei: 
a . a < . 
æ + y este 4 -3 deci 2 +y >24- „sau, sub formă geometrică, 


BH + BN >4--. 
„Be vede lesne că egalitatea corespunde cazului cînd MN 
este paralelă cu CD. 


II.3. Se consideră un solid format din două sfere egale de 
rază R, unite între ele printr-un cilindru de rază r şi de înălțime: 
2R (îig.24). | 

1. Să se calculeze aria și 

volumul soldului. 
| 2. Să se studieze variaţia 
ariei soldului cînd r variază 
de la O la R. d 

Soluţie. 1. Aria solidului 
Be compune din aria laterală Fig. 24 
a cilindrului, a cărei expresie 
este 2rrX2R = 4rRr, la care trebuie să adunăm ariile por-- 
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H “imuiilor tămasă ai e două atire Prin. suprimarea să a două 
câlote, egale cu 4.B0.-Vom-aveă ` fai 


-Aria calotei ABO = = ia X bB. Pe diguk s se. vede însă că. E. 
: avem i 


bB =`R — so LR w =r 
Aria calotei ABC = 2R (R— VR? =). 


Deci aria rămasă dintr-o sferă prin aare calotei piei, 


| ABC are ca expresie 
Ar? — 2R (R — YR? — r? - 7?) = 2R (R +E =r}, 


Aria totală a soudu va avea deci expresia | 
8 = 4rRr +4rR(R'+ R73, 


A 
A 


- 


sau | 
= nR (R +r + RE). | 

Volumul solidului. se compune din volumul cilindrului, a 
' cărui expresie este nr? x 2R = 2r Rr?, şi din volumele celor. 


două porţiuni de sferă rămase prin suprimarea celor două 
calote. j 
a 3 A? C 


Volumul calotei ABC — aria aota ABC x = — Ob n R 


sau Volumul calotei ABC = i 


=— rR? (R— YRA 5 Sg = Lan yR Z7; 


| saui rămas dintr-o sferă, prin suprimarea calotei ABO, 
are - oxprenia: l A 


An È nR yey E aa 


sau 
RR + VE + m VE 


Volumul total al solidului are, deci, expresia, : 


t 


V = 2rRr? + F TRR VER =r) + mey R T, 


-90 


oma? MR ra) FE aay EEA 


2. Însemnăna cu-y-aria solidului, | 
y=4rR(R+r +V Z rê), 


B r derivata lui'y în raport cu n avem 


ankr se nt 


sau Ed cu cimenta numărătorului 


RE 270 
lE A (VRF $ +r) 


“Derivata se anulează pentru r = sahe => 


y2 
Rădăcina negativă o excludem, căci r variază de la 0 la 


E 


R: Să vedem dacă avem maxim sau minim pentru r= R a 


Y = Ankk 


Observăm că semnul derivatei y’ este dat de expresia R—r\2,. 


. căci toţi ceilalți factori care intră în expresia derivatei SA : i 
| „: pozitivi. . 


Avem rezultatul următor : ; 


<P y' > 0; dai. tea 
E deci pentru = a = zi avem un maxim a căzai valoare se e 


găseşte uşor că este ymaximum = 4n R? (V2 + 1). 
„Se vede că avem un maxim pentru r egal cu jumătate din . 
latura pătratului înscris în cercul de rază R. 
rezumat variaţia lui y este următoarea, : 


Pentru r = ’, y = 8r k? (cilindrul s-a xcdpa la o dreaptă) : Eoo o : 


pentru ó< r<- = 9 crește ; ; pentru r = F sy este maxim ; i 


kn pentru r >y, y desereşte ; pentru 7 = R, y = 8r Rè. 


fa 


a 


II.9. Se dă un cerc O de rază r şi o coardă BO a cercului, | 
situată la distanța OP = x de centrul cercului. Tangentele în 
B și C la: cere întîlnesc tangenta la cerc paralelă cu BC, 
în punctele A şi D; fie E 
mijlocul Imi AD. Se roteşte 
trapezul ABOD în jurul lui 
EF şi fie S şi V respectiv aria 
totală şi volumul solidului ce 
se naşte din această rotaţie 
(fig. 25). Să se afle x, aga fel 
ca să avem 


Fig. 25 3 3 


-unde a este un parametru oarecare. Discuţie. 
Soluţie. Din triunghiurile dreptunghiuri OFC şi BFC 
deducem 


PO = Vr2 = a, EC =Vr — r+ (æ +r = Var x Yr +r, 
apoi 


EP = — ="âr x 
Din triunghiul ind OEP avem OP? = OE? — BHP?, 
sau 
_ yz „ Vr=z 
OP =Vr x Ta 
Din triunghiul dreptunghi OED avem 
EP? =0P x PD, de unde PD = EP! = HE e, 
| OP y2 r-z —z 
„Apoi 
OD =0P + PD = 2; 
r—r 


BD? = 0D? r? = r ÈE., 
i AOAL, căpăta 
2D=0D =r I e 
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Observaţie. Aceste: 'rezulțate se poi obține și pe o altă cale. în adevăr, 
triuiighiurile:OFC şi CHD sint asemenea, pentru că ~ CHD = ~x OFC ca-drepte, 
apoi X% HCD; = X FCO ca avind laturile perperdiculare. Rezultă proporţionali- 


tatea laturilor omoloage ZC ase LG 


sau 
z+r CD HD! 


De aici avem imediat CD = i (ct, PR Sa i piu e AN 
Vr2 — ae r—z 


valoare pe care am găsit-o mai sus. 


: Din rotația trapezului se naşte un i titi de con îl 
drept. Fie R, R' razele bazelor sale şi h înălțimea. 


avi R = ED =r |E , R'=PO =YP 7, 
r—r j i 
A= EP =g +r. l 
PMB +R? + RE) =a (r+ j| E: 
z l r— r 


teet aTa xr |E) 
i a 


T— T 
= a(r + a) (” TEE $reg rir 2). 
[= i 
Efectuînd calculele, căpătăm rezultatul final | 
Y = mr + | = + 2r — 2). 
3 i r—r ; 


Dacă G este portarea onekin iu, avem pentru aria 
totală 


S =r (R+ R) + aE a =ar 2e 
Ea r—z: 


RD) + mn A ie a 
r- zr ` 


i 


BEE Giai (2r — z) 
r—z 


zl mente =F E= 22) = npe) eo 


r 


"Sa definitiv, 8 8. = z(r + api 
a rS 
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„Treoteă n datele e problemei, e avem + Ea pa E: E Di i 


tie ; 2 
ay ni a o 
Pe r= z 3 no E 


- Introducînd. condițiile problemei, 
EIT E UE LE T pre r r= 5 

a r EN z Tar sau (r + æ)? = a( a; visul 

“Obţinem prin urmare, următoarea ecuaţie de gradul doi mi e. 

æ? + w(a+2r)+r(r— a) =0. | ; 


 Însemnăm cu p, S, P respectiv realizantul, suma şi; produsul 
rădăcinilor, avem p = b? —4ae = (a + 272 —4(r2—ar)= a(a-+8r) 


S = —a — 2, „P=r(r—a) 
Discuţia, completă a ecuaţiei se citeşte pe tabela următoare : i 


a Lels |] Rădăcinile z 


sk + + | reale, ambele pozitive; 


— 8r | —i —— 


= + + | imaginare; 


— — + imaginare ; 


+ — + reale, ambele negative ; 


r P S 


+ — — reale, una Poza una negativă 


Deoarece a > 0, tabela precedentă se poate. reduce l: S 


| ultimele ei rînduri. | 
Cum în plus, v trebuie să fie pozitiv, rezultă că trebuie 


să avem a > 7. TE ' i 


11.10. Peo dreaptă AB se descrie un semicerė ; în punet B E i 


- se duce tangenta BT; să se găsească, pe această, tangentă. un: 
punct M apa H ca, unindù-l cu A şi însemnând cu N punctul. ` 


` 


Aoo, 


“în juruk tui AB, următoarea. “relatie: volumul născut de! AN BO 
„aste egal. cu potarmmaul măscut - de MBN. (fig. 26) -.. 


: Solutie.: Sä: punem, MB = a.-Cînd, figura AN B se ae T 


~ de iune di tii LAU cù somiitit, să weh; “dacă Sigii a se stopte. : 


“în jarul lui AB, se naşte un con de volum. V, plus un segment -- iu 


; sferie de. volum Y.. Cind figura MBN se roteste în jurul lui : îi Bi 


E or 


E li E 


Fig. 26 


- AB, se obține un trunchi de con de volum V; mai pu tin : I 


„volumul V.. Trebuie să avem, după datele problemei 


Vit Va = Va — Va sau Vi 2Va = Vi (0) À 


a Ş Să caleulăm elementele solidelor puse în evidenţă mai. 
"dus, DinWriunghiul dreptunghi MBA, rezultă MA = ViR? F m 7, 5 


; unde s-a însemnat cu R raza semicercului. Din acelaşi ia ur aie Dati 


„ dreptunghi avem S 


„AB? = AM X AN; do unde AN =! 
VAR? I ză 


Din triunghiul dreptunghi ANB avem AN? = ABXAP; i n e 


8 R3 2R? 


brin urmare AP = ; apoi PB = AB— AP= 


Din triunghiul dreptunghi AN B avem - 


PN? = PA x PB = IF _ 
| (ARE + a) 

_ 4. SP sop — PB RUR — 2?) 
AR pa? eo T, ARE pat 


/ 
căi e 


4R? + z? zau pă: AR at > pia 


Pa 


'O dată aceste elemente calculate, să caleiilăm volumele 
specificate mai sus. Din rotația triunghiului dreptunghi AN P 
în jurul lui AB, se naște conul de volum V,. Avem- - 

| AREA v: NP? RAP Aa sea, A 
l 3 3 (4R? + 2 

Volumul V, al segmentului sferic este egal cu volumul 
sectorului sferic corespunzător, minus volumul conului născut: 
din rotația triunghiului dreptunghi ONP în jurul 'lui AB. 
` Aşadar 


V, = mR x PB x- R— -> r x NP? x OP = 


SE — Ë 4aRyp t 
-3 4R? ai (4R? + 22 
V, =— 4n Règ R+ 

(4R? + 22) 


Să calculăm volumul V, al trunchiului de con circular 
născut din rotația trapezului MN PB, în jurul lui AB. Vom avea 


LA x PB (MB2 + NP? + MB x NP)= 


e 


16Ria2 ARI 
(4R? + 22) AR 4e)?’ 


1 2 
= a Xp + 


4 22 4 
V, = n Rai ABR + 12R22z2 + q -A 
3 (4R? + 223 


Introducînd aceste valori în relația, (1), făcînd toate simpli- 
ficările şi reducerile şi eliminînd soluţia z = 0, sd ad ecuația 
problemei sub forma, 

gê + 8R2ai — G4Rt =0 o (B), 
sau 
(£? + 4R?) (a + 4R*a* — 16R¢) = 0. 

Prima paranteză redusă la zero ne dă valori imaginare 
pentru sv. Rămîne | 
zi + 4R202 — 16R =0,. (3) 


x? = — 2R? + VIRIFIGR = 2R? (—1 + V5). 


- 


Ea Tništurind. solutiile negative; obținem în d din urmă 
„pentru œ valoarea ` | 
wn i cerea E 4) 
Să procedăm acum pe cale trigonometrică şi să punem 
x MAB = 9. Din triunghiul dreptunghi i MAB avem MB = 
= 2Rtgo. 
Din triunghiul dreptunghi ANB reiese AN = 2 Rcos 9. 
Triunghiul dreptunghi ANP ne dă AP = AN cos %= 
„= 2R cos?9. Apoiavem următoarele relaţii 


PB = 2R — 2hcos?9 = 2R (1 — cos 29) = 2R sin ?9. 
Apoi tot din triunghiul ANP avem 
NP = AN sin %= 2B sin © cos 9 = Rsin29. 


Apoi din nou 
OP = 0B— PB = R— ?2Rsin29 = RU-— 2 sin29) = R cos 29. 
Vom căpăta, după oarecare calcule simple : 


A = TR? sin? 29 cos? %; 
7, = nR? (4 sin? 3 — sin? 2 9 cos 29) ; 
Vs == nR? sin? 9(4 tg? 9 + sin? 29 + 2 tg 9sin 29). 
N în ecuația (1). vom avea, după efectuarea 
tuturor. calculelor, ecuaţia cos? 9 = sin*9% + sin? %cos? 9%, sau 
—14V5 


2 


Înlăturînd valoarea negativă a lui cos? ẹ şi luînd numai 
valoarea postați: pentru cos %, vom avea: 


cos 9 = zai, cos % = janr (5) 


3 — V5 


2 


cost ò + cos? 9 —1=0: deci cos? % = 


sin? 9 = 1 — cos? F 


(6) 

(3 — V5) (V5 +1) 
t 29 = E 
| E V5-0V5+v0? 
ter 9 201 BEE TE AAEE 
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Cum MB = e = 2Rtg $ = R|2(—1 + V5), se vede că 
am regăsit şi pe calea aceasta valoarea (4) a lui x. Să calculăm 
acum unghiul *. N 

Din (6) rezultă sin $ => 1 V%83,— V5). Cum V5 = 2,2361, 


avem 


sin 9 =, lg sin $ = Ig 1,527 8 — lg 2. 


lg 1,527 8 = 0,18407 , = lg 1,527 8 = 0,092 03, 


— lg 2 = 1,69897, lg sin 9 = 1,79100. 
Rezultă 9 = 28*10'18, 35. 


1.11. Se dă un trapez isoscel ABOD, fie I id de 
intersecție al diagonalelor AC și BD, fie AB = = 2a, OD = 2b,’ 
(a > b); trapezul se rotește în jurul međianei MIN şi se cere : l 

1. Să se calculeze raportul volumului generat de acest trapez, 
către suma volumelor conurilor generate de triunghiurile AMI 
şi INC (fig. 27); 

2. Acest raport fiind egal cu m şi a fiind dat, ce valoare 
trebuie să aibă b. 


Fig. 27 


Soluţie. 1. Să punem deocamdată MN = h; din triunghiu- 
IM __ MA IM a 


rile asemenea AMI şi INC, deducem — =— sau — =—. 
IN NC- IN b 
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+ 


„cinile cuprinse între (0,1). Să facem transformarea y = 


ma N. LIMIN naie 
b ` a+b a+b.” 
© ah ` bh 

IM = —- = 
a+ b 


„De aici “adânca. 7 


i J a+b’ 

Bă însemnăm cu V, și Va volumele conurilor născute din 
rotirea triunghiurilor dreptunghice AMI şi INC în jurul lui . 
MN și cu V volumul trunchiului de con născut prin rotirea 


„ trapezului isoscel ABOD tot în jurul lui MN. Avem 


? 


E E e e E 
3 ; 3 i e 


? 


V= n x NO? x IN => ah x 


a+b 
= -Th (AM? + NO? + AM x NO) => Mae + bè + a) 
z za au E ca A 
Pt e ata x EEE atat. _ ab + 32) 
V __02-+ab+d z 


VF Va abia. i 
2 Să punem atunci To a 
a? E ab +b? = > ~ 
l g a? — ab + pa Ducii AU 
l a? + ab + b? = m (a? — ab +- b?), \ 
b? (m — 1) — ab (m + 1) + a? (m — 1) = 0. 
PEDRI cu a? şi punem — = v; rezultă . 


(m — 1)a2 > (m + 1) + m — 1=0. (1) 


Cum b <a, rezultă că œ <1 şi, cum æ trebuie să -fie 
pozitiv, reiese că 0 < œ < 1. Ecuația (1) trebuie să aibă rădă- 


1 
Pentru 0 << 1, trebuie y < 0. Fie v’, a':rădăcinile ecuației 


(1) Și y » Y” rădăcinile ii transformate. Trebuie ca y = 


<0, y” S0 


zx’ — i d 


"De unde roniti că va trebui să avem pu > 0,y' 4 y” 2 0. 
De mai sus deducem v = : şi, înlocuind în ecuaţia (1), 


vom căpăta ecuaţia, D 
(m — 3)y? — (m — 3)jy + m —1 =0. (2) 


Să însemnăm respectiv cu R, S, P realizantul, suma şi 
produsul rădăcinilor ecuației (2). Avem, cum se vede mai jos 


R=(m— 3)2 — 4(m — 3) (m — 1) = (m — 3) (— 3m +1) 
Se a 


m— 3 
| Discuţia ecuaţiei (2) se rezumă în tabela ` 
mi a | s| e | rădăcinile v 
1 — + + | imaginare; 


+ + + ļreale, ambele pozitive; 


+ | + | — reale, una negativă şi 
una pozitivă; 


— + + imaginare. 


Prin urmare, ecuația (1) are o singură rădăcină admisibilă 
0O<z<1, cînd l<m < 3. 

Observaţie. Să punem f (x) = (m— 1) —(m+ 1) z+m-—l. 

Formăm f (0) şi /(1) şi căpătăm f (0) = m — 1, f (1) = m — 3. 


Cind f (0) f (1) = (m — 1) (m — 3) < 0, ecuația (1) are două rădăcini dis- 


tincte, dintre care una cuprinsă în intervalul (0,1). 
Deci cînd (m — 1) (m — 3) < 0, adică 1 < m < 3, ecuaţia (1) va avea o 


rădăcină E cuprinsă între 0 şi 1, 0< < 1. Am regăsit deci acelaşi rezultat. 


1.12. Se dă un trapez dreptunghi ABOD. Să se afle înăl- 
țimea AB şi bazele BO și AD, cunoscând lungimea l a laturii 


oblice OD, aria a? a trapezului și volumul < x b3 al solidului 


născut din rotația trapezului în jurul lui CD. 
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Por Soluție. Notăm cu F "intersecția laturilor neparalele AB, ră 
` OD, cu FE piciorul perpendicularei duse din O pe AD şi cu A’, 
B' picioarele perpendicularelor duse respectiv din A; B p6 


latura OD (fig. 28). Mai 
facem încă următoarele 
notații 


AB= v9, B0= Y, AD=a. 


Teorema lui Pitagora - 
aplicată la triunghiul CDE 
dă E i 

a + (z — y)? = PY (1) 

Aria trapezului este 

dată de formula 
g= 20+2, A. 
2 l Fig. 28 


Conform problemei, trebuie să avem 


æ (y + 2) = 2a. (2) 
Exprimînd a doua condiție a problemei, avem 


BB? x OF — = nAA"? x DE = = mb3, 


sau 
BB” x OF — AA” x DF = 4b. (3) 
Friunghiurile asemenea ADF, FBC ne dau 
EE „E 3 
DF +41 y y— y—z 


- Triunghiurile asemenea pe OCDE ne dau 


AA LE, AA = AF x I, 

y +z l a 
Dar se vede uşor că avem relaţia ne 25, APE, 

z = — z 
Deci, AA’ = za . În mod analog se deduce BB' = = . 
Ecuația (3) devine = 4b? sau 
—'2 E 
æ? (y? + 32 +yz) = ai. î (4) 


Ecuațiile (1), (2) (4) formează, sistemul e 
a+ (200, oly +z) = 2a, (pere + yz) = AI, 
Să rezolvěm acest sistem; îl scriem sub forma : 

+ (y +2) — da =}, ` (y +2) = 2a, 
a [(y +2)? — yz] = 4b. 


Acum notăm pentru prescurtare, y +z =u, YZ = P 
Sistemul devine 


æ + u? — 4v =, uw = 2a, — vg? +- ula? — 473, 
'"Pinînd seama de a doua ecuaţie, sistemul se scrie 
w + u? —4o =, ugs = 2a, va? = 4(at — 1b3). 
Eliminînd pe v, ne rămîne sistemul 
l ux = 2a, æ? (a + u? — l) = 16 (at — lb?). 
Eliminînd pe u ne rămîne o ecuație în z, 
o(a? F a > a) = 16 (aê — 1b?) 
sau | 
ai — Pæ? — 1204 + 16153 = 0. 
____ Aceasta este o ecuaţie bipătrată. Rezolvind-o avem : 
g? = (e + VUF 48at — 64185). 
Observăm că trebuie să avem 2 <l, deci x? < I. Aceasta 
revine la a scrie : za N 
1 Făgat — 64103 < 212 sau Vii + 48a — 64b [KBO 


„41416 (304 — 4103) <1, 16 (3at — 41b?) < 0, 
Sat — D <0. | (5) 


Aceasta asto condiția ca rădăcinile T să fie reale. 


Rezultă că 12+ VE Faar — 6i: > 0,-deci avem pentru 
g două rădăcini 


2 = 73 EF G ii 


~ 
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Piy g2 


Deducera apoi uşor : 20 


y+e=u= a ii ii die 
Veran ze = Oo a , 
x B+ VA 48a? — 64168 


Deci y şi z sînt rădăcinile ecuației - 


2V2 8 (at — 1b?) 


t2 TI => EREI Me i în AN it ANEVORRE a gRE 
Ve d VE atat = 64155 - P Vii F 48at — 64103 


- Condiţia, ca rădăcinile acestei ecuaţii să fie reale se scrie : 
az — 153 
B EE > a 
Numitorul acestei fracții fiind pozitiv, rămîne ca şi numără- 
torul să fie pozitiv, deci : 
Bat — 32(aî — lb?) > 0, sau — 3at + 41b5> 0, 3at — 4lb3 < 0 
Am regăsit condiţia (5). i 


IK.13. Pe, prelungirea diametrului AB al unui semicerc 
AMOB cu raza R, se ia un punct P, la distanţa OP = vg de 
centru. Din P se duce tangenta PO la semicerc. Figura AMOP 

se rotește în jurul, lui AB. 
„o 1, Săse aiet aria și volumul solidului născut, (fig. 29). 


Fig. 29 


2. Volumul fiind de m ori mai mare decit cel al sferei de 
rază R, să se calculeze w. Oîte soluții acceptabile sînt? 

3. Punând m = 1/sin2a, să se afle z în funcție de «a. 
Soluţie. 1. Notăm cu D proiecția lui O pe diametrul AB. 
Aria solidului rezultat din rotirea figurii AMOP în Ja lui 
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AB se- Săi din aria calotei sferice AMO şi din aria late- 
rală a conului care are ca generatoare pe COP: l 
aria calotei. AMO = 2rR x AD, 
„aria laterală a conului POD = x X CD x OP. 


"Pe figură se vede că AD = R + OD, iar din triunghiul 
2 
dreptunghi 00P scoatem : OD _oc_R 


Deci, aria calotei AMO = 208 | R + n. om ZEE 
x z 


Din triunghiul En OCD scoatem 
CD? = R — sa E a). D=" R TVs E P, 


py x? 


iar din triunghiul dreptunghi COP scoatem OP = Vv? — R? 
Deci aria laterală a conului POD = RRC) 
p z 


Deci aria S a solidului din problemă este 


2rR2 (x + R) rR(22 — R?) xR(x -4 R)(2R + z— R) 
Jo CED ae ea D EN 


T zT - T 


S= TR ce +-RR 
x 


j Volumul V al 'solidului din problemă se compune din volu- 
mul sectorului sferic AMO şi din voluanal conurilor OCD, ODP. 


Volumul sectorului AMO = — -R xaria calotei AMC = 
_ mR? (x + R) 
E 3x A 
== CD? x0P =x x £ (æ? — R?) æ 


; volumul o + volumul conului ODP = | 
__xR3 (22 — RY 

= 3r j 

y nesanatos 2R+2— R), 


nR? (2 + R} 
3x i 


V = 


Se observă că avem relaţia, y = — R x Ñ, care se poate 


stabili şi direct considerînd conturul miztiliniu AM CP, care 
se řotegte în jurul lui AP. l 
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2. “Seriind acum condiţia. din problemă, avem: ecuația 
V=mx £ x.R3. înlocuind pe V cu valoarea'lui, obținem 


2 ` i 
Lap eroa = rR? x 4mh, 


l z 
sau 
| Sa = 4mR, (2 + RPF — 4mRa =0, 
2 — 2R (2m —1)24+ R2=0. 
Rezolvînd această ecusţie, avem 
æ = R [2m — 1 +\V@m—1} > 1]. 
Deoarece (2m ZI — 1 < 2m — 1, înseamnă că ambele 
rădăcini convin. Scriind pe œ sub forma | 


æ = R [2m — 1 +2 Ym (m —1)], 


se vede că x este’ real cînd m > 1 (m este pozitiv). 
Pentru fiecare m >.1, probéma admite deci două soluții. 


1 c sè & 
3. Punînd m =. , avem m ~ =D 
sin? o „sin? a sin? g 
Deci , e iei | Earl <a 
1 + cos2a , 2coso __ R(i cosa} 
x = RI tA, o s 
sina ~. sin2a sin? a 


sau 


a = R ctg? = E La = Rig. 


1.14. Un triunghi is0scel. este înscris într-un cerc de rază 
B. Care trebuie să fie înălțimea lui, pentru ca, rotindu-se în jurul 
paralelei la bază dusă prin virf, acest triunghi să genereze un 
volum care să fie: 

1. egal-cu volumul generat prin rotirea aceluiaşi triunghi în 

jurul înăljimii ; ; 

2. masim. 

Soluţie. 1. Notăm cu H' punctul în care înălțimea ÄH a 
triunghiului isoscel ABC; AB = AC, intersectează a doua 
oară cercul său circumscris. Volumul V, generat prin rotirea 
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t A 


triunghiului ABO în jarul paralelei dusă prin A la BO, are 
expresia 


V= 2m E x BOXE, V = 2n4Ht xE 


Însemnăm necunoscuta problemei AH =; în triunghiul | 
dreptunghi AOH’, avem HO: = HA x HUH. | 


HO? =a0R—0, HO = \V20RE a). 
Mai departe avem BO = 2H0, deci 
V = mat oR a) 
Volumul V’, generat prin rotirea wingit ABC în jurul 
„ înălțimii AH, are expresia 
= Bo: x =, y’ => na (2R — æ). 
Prin ipoteză V =y’, deci 
4a? Va (2R — 8) = 2? (2R — 2). 
Suprimînd soluțiile banale æ = 0, 2 = 2R, rămîne ecuaţia 
4 Yx = VY2R — v, 162 =2R— v7, 


E E N A 
17 
2. Sîntem conduşi să studiem variaţia funcţiei 
y = 2 a (2R — a). 
Derivata este 
r _ 2 (6R — 82) 
Vz QR—z) 


şi se anulează pentru v = = (rădăcina, z=0 este exclusă), 


trecînd dela plus la minus, deci pentru această valoare avem 
un maxim; valoarea maximă a volumului este egală cu 


1007.R3 Lg ; 
st 
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iti iJ. 15. Be consideră sötma CUDTIN8 . între două sere con- 
cenirice. 
1. Care foi să fie raportul razelor jena ca acest volum 


să fie egal cu din volumul unui cilindru avînd ca bază un 
oero cu raza gală cu raza sferei mari şi drept înălțime raza 


sferei mici. 
2. Care trebuie să fie densitatea materiei din care este I Goul 


acest corp: pentru ca, băgat în taph să se ajunde pînă la — din 


diametru ? 
Soluţie. 1. Fie R raza sferei mari, r raza sferei mici. 
Ecuația problemei este 


áv R? drr? 
3 3 > 


sau 


Punind Č- =% avem ecuația 4g? — Ta? — 4 = 0. 


Această eca admite o singură rădăcină reală « 
celelalte două rădăcini sînt date de ecuaţia 422 +- v + 2 
şi sînt imaginare. 


Deci raportul razelor trebuie să fio = = 2, 
2. Cind afundăm corpul în apă, greutatea totală a corpului 
este egală cu greutatea volumului de apă dizlocat ; acest volum 


este egăl cu volumul sferei mari din care se scade volumul 
segmentului serie rămas la suprafaţă, înălțimea segmentului 


fiind egală cu 2 —. Însemnînd cu 8 densitatea corpului, ecuația 
care determină A ò este următoarea 


para im- paf (G-E 
3 3 2 3 3 4 2 


WMR AnR?  5rR? 
“3 3 A 


= 3 


, 
0 


sau 


„Dar = 2, deci è pa 50 > 0,96. 
56, 56 
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se 


II.16. 0 dacă areptunghiutară AB0D, în « care latură mare 
AB = 0D = 2a şi latura mică AD = BO = b, se rotește în 
jurul diagonalei AC, care prin ipoteză face cu latura mare AB 
un unghi de 30.| 


Se cere să se arate care va fi forma cutiei de volum minim 
„în care se poate roti această placă dreptunghiulară şi care este 
volumul şi aria acestei cutii. 


Solufìie. Să găsim mai întâi relația dintre a şi b; din 
triunghiul dreptunghi ABCO deducem 


BO = AB tg X BAC sau b = 2a tg 30°, 2a = b\3,;4a? = 3b. 


Urmează că 40? = AB? -+ BO? = 4a? + b? = 3b? + b3, 
AC = 2b. Dacă însemnăm prin'O punctul de intersecție al 
diagonalelor AC şi BD, deducem că triunghiurile egale 40D 
şi BOC sînt echilaterale pentru că au laturile egale cu b. 


Dacă dreptunghiul ABCD se roteşte de 180° în jurul 
diagonalei AC, el vine în poziţia AD'0B', simetrică cu poziţia 
ABOD în raport cu AC Şi triunghiurile egale AOD’ şi B'OC 
sînt; echilaterale ; urmează că şi triunghiurile egale şi isoscele 
BOD' şi B'0D sînt echilaterale pentru că unghiurile la vîrfuri 
BOD' şi B'OB sînt egale cu 60°, ceea ce se vede prin socotirea. . 
unghiurilor din jurul punctului O. În definitiv, exagonul 
AD'BOB'D este regulat pentru că laturile sale sint toate 
` egale cu b. l 

Fie E intersecția dreptelor AB şi CD”, fie F’ intersecția 
dreptelor CD şi AB’, punctele E şi E' sînt evident simetrice 
în raport cu diagonala AC şi cu centrul O. 

Cutia de volum minim în care se poate roti dreptunghiul 
ABOD de 360° în jurul diagonalei AC are forma solidului 
generat de pentagonul concav AD'EBO prin rotirea lui de 
360° în jurul lui AC. Cutia admite un plan de simetrie, planul ` 
dus: prin O perpendicular pe AC. 

Volumul cutiei este deci egal cu dublul volumului generat 
de patrulaterul AOED’ în jurul lui AO, iar aria cutiei este 
egală cu dublul ariei generate de linia poligonală AD'E prin 
rotirea în jurul lui 40. 

„ Fie F proiecția punctului D' pe 40, din triunghial echila -- 
teral AOD’ deducem 
AF = 70 = =, FD'=a, OB=D'E = 2 = = : 
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- Patentet AD'EO se saci itie în triunghiul dreptunghi 
E AFD, „ale cărui laturi- sînt egale cu 


AP ==, - FD’ = a, AD 
şi în trapezu FD EO ale cărui laturi sînt egale cu 
1D'=a, DB=2%, B0O=%, p0=2. 
Z 3 3 2 


Volumul conului generat de triunghiul AFD’ prin rotirea 
lui în jurul catetei AF- este egal cu 


volumul trunchiului de con generat de trapezul ED'FO prin 
rotirea lui în jurul laturii FO este egal cu 


FO x (FD? + FD'x OE + 0E) _ 


3 î 5 
A 2a 2a)2 
b ° tan A b 
UT =19xaq2—, 
2 3 54 


Volumul FV al cutiei este deci, ţinînd seama, de relatia 
4a? = 3b?, 


V = marb +a)= 28 naL = r a z 
| | 6 54 27 9 


Aria laterală a conului este egală cu 
AD' x zFD' = zba, 
iar aria laterală a trunchiului de con este egală cu 
D'E-z(FD' + 0B) = f5) (o +) = 197€, 
Aria Sa dude este deci 


S = 2nab + 2072 = (3 + /3)- b2, 
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u. 17.-8e dä un alan P și două puncte exterioare plami 
A şi B. Se duc perpendicularele AA" -ṣi BB' pe plan și fie T 
cercul din planul P al cărui diametru este segmentul A'B'. 
Să se găsească pe cercul T un punct M astfel ca segmentele 
A'A și B'B să fie văzute din M sub acelaşi unghi, adică 
x A'MA =x B'MB. 

Soluţie. Triunghiurile MA'A şi MB'B sînt dreptunghice 
respectiv în A’ și B’ şi sînt asemenea pentru- că au unghiurile. 
Arche ta din M egale ; rezultă că laturile lor sînt proporționale, 
adic 


Do — —— 
= == 


MB’ BB BM` 
Însă punctele A şi B fiind date, distanțele lor AA’ și BB’ 
la planul P’. au valori determinate, deci . raportul = = are o 
valoare determinată k; rezultă că, 


ZE: = k = constant. 


Însă locul geometric al punctelor: M din planul P, ale 
căror distanţe MA' şi MB’ la două puncte fixe din plan, A' 
şi B’, sînt într-un raport constant k, este un cerc C şi anume 
cercul cu diametrul RS, unde È şi S sînt punctele care împart 
segmentul A'B’ în interior şi în lic în aport al k, adică 
în valoare absolută 


RA. SA’ AA’ 
a 4 k Sa 


Punctul M găsindu-se şi pe cercul I şi pe cercul C, se 
găsește la intersecţia lor și problema admite două SoH, pentru 
că cercurile I şi O sînt evident secante. 


JI.18. 1. Se dă o prismă cu baza un triunghi ABC de arie 
S şi cu muchiile AA' = h, BB' = ha, CO’ = hg, perpendiculare 
pe bază; să se calculeze volumul solidului. 
© R, Să se calculeze aria totală a solidului în cazul particular - 
„al triunghiului ABC echilateral de latură a şi hı = 3a, ha = 40, 
ha = 5a. 

Soluţie 1. Putem presupune, pentru motive de simetrie, că 


ha < ha < ha fie în < ha < hg. 
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-~ Ducem prin A’ planul aana cu bază ABC, el taie muchiile 
BB şi 00' în B” şi 0”; planul A'B"0"” împarte solidul dat 
într-o prismă dreaptă ABOA B” O" şi o piramidă cu vîrful 
în A! și baza un trapez B'B"'0"0". 

„. Volumul prismei este egal cu S x hı; pentru a calcula 
volumul piramidei, observăm că înălțimea, piramidei, adică 
perpendiculara coborită din A’ pe baza B'B"0"'0', este situată, 
în planul triunghiului de nivel A'B'"'0” şi este egală, cu înăl- 
ţimea acestui triunghi, fie R mărimea ei, pentru că secţiunea, 
de nivel A4'B8"0” este perpendiculară pe feţele verticale ale 
solidului. 

Trapezul B'B'"'0"0' are înălțimea egală cu B''0", fie aş 
mărimea ei, pentru că fiind paralelă cu BO, este perpendiculară 
pe muchiile BB’ și 00'; baza mică a trapezului este B'B' = 
= ha — h, iar baza mare, C" O = ha — hm; aria trapezului 
este egală cu 


(ha — în) + (ha — h)) 2, 
iar volumul piramidei, 


a (Oha — în) + (nn) 2 = (ha + Ba — 2). 


Însă aria triunghiului A' B'o" este egală cu o = S, 


pentru că triunghiurile ABO și A'B” 0” sînt egale ; rezultă că 
volumul piramidei este egal cu 


„e (he + în — 2) 
iar volumul Y al solidului este 
V=S8 x hu + (ha + ha — 2m)-£ = (hi + ha +h) Š, 


adică a treia parte din volumul prismei drepte a cărei bază 
este egală cu S, iar muchiile egale cu (hy + ha + ha). 

2. Aria totală se compune din ariile celor două triunghiuri 
de bază şi a celor trei apese laterale; fie 


a=A4'B, a= B'O, a= 0A. 


gtt 


lungimile laturilor triunghiului A'B'O’. În triunghiul drept- 
unghi A'B"B' avem: E ae 
| A'B" =4AB=a, B'B'=BB'—A4'=4a—3a=a, 
 A'B'?=A' B"? -+- B” B”? at=? 4-a?, a =aV2. 
Ducind paralela B'O” la BO, s-a format triunghiul drept- 
unghi B'0''0' în care: 
B'0""'=BO=a, 0''0'=00'—BB'=5a—4a=a, 
B'0'2=B'0"2+0'"02, ał=a?+a?, a,=a 2. 
În triunghiul dreptunghi A'0“0' avem : 
A'0"=—A0=a, 0''0'=00'—AA'=5a—3a=2u, 
A'0'2=— A'0'''240'"'0%2, aaa +40? da=aV5. 
Triunghiul A'B'0' este deci isoscel în B', iar înălțimea 
lui, coboriîtă din vîrful B’ pe baza A'0', este egală cu 


[i-a 


„Aria triunghiului echilateral ABC este 
afa B) E 


2) a2 
2 4 


Aria triunghiului isoscel A'B'C este 


= z} 
a y5 a — DE 
2 4 
Aria trapezului ABB'A' este (3a + ta) =Z, 
Aria trapezului BOC'B este (4a sala e, 


Aria trapezului CAA'C' este (5a + 30) $ = 40%, pentru că 


toate trei trapezele au înălțimile egale cu i Aria totală a 
solidului este egală cu . 


V15 LEI 


ee + ab g TE EME sa = (1 + 16 V3 + V5) ete 
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adică raportul dintre aria totală a solidului și aria triunghiului 
de bază A BO este egal cu numărul irațional. 
1 +16 V3 +V5. 
H19. Bă se ducă un plan care să taie o sferă, de rază R, în 
două calote, știind că raportul ariilor lor este egal cu k == . Să 
se calculeze raportul dintre volumele acestor două calote sferice. 


Soluţie. Fie Ph înălțimea unei calote și deci (2R—h) înăl- 
ţimea celeilalte. Ariile 8, S şi volumele V, V.ale celor două 
calote sînt date de formulele 


Sı = 2n Rh, Sa = 2n R(2R —h); `. 


h 2R — 
v, = mea), V= z (2R — hf R — EI n 
Pee S A 
Prin ipoteză -> = k, deci 
"a 
2 
2R— h 1+k 
2 
V, Í Ah 3R- h) _ p23R- h 
a  (PR-h| |R+h R+h?’ 
Wu ptk 
; V, 1 + 3k 
În cazul particular k = h P R IEC d 
9 2 V, . 27 


Observație. .Dacă notăm? = SJ Sa u = Vil Va am găsit 


adică u este o funcţie raţională de raportul à. Se poate pune problema inversă ; 
cunoscind raportul u al volumelor calotelor sferice, să se determine raportul à al 
ariilor lor. Relaţia de legătură dintre à şi œ se mai scrie 


I) = R+3R—3uA—u=0, 


adică A este rădăcina acestei ecuații de gradul al treilea. Ecuația derivată 
3A +61 — 3 u = 0 are rădăcinile : ; 


—1 — Viu si -14i tg, 
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iar şirul lui Rolle este 


(— œ) <0, f(—1—Virp)=2 EE so, 
f(—1+ VI =2(1+u) (1 — Vip) <0, f(+ œ) >0, 


adică ecuaţia f (A) = 0 are toate trei rădăcinile reale, două fiind negative şi una 
pozitivă, pentru că f (0) = — p <'0. Rădăcina pozitivă, singura care corespunde 
„în problema noastră, este cuprinsă în intervalul - 


—1+ViFu<i<+o. 


De exemplu, dacă y= = , ecuaţia f (à) = 0 devine 


394 39 ERL m0 sau (3A) + 9 (3A)? — 5 (31) — 5 = 0, 


care admite rădăcina pozitivă 3) = 1, sau A = 1/3; celelalte două rădăcini ale ecua- 
ţiei f (A) = 0 sînt date de 


(38A) + 10 (38A) +5=0, 33=-—542V5 


şi ambele rădăcini sînt reale şi negative, în conformitate cu teoria generală. 


II.20. Un vas are forma unui con circular drept, cu awa 
verticală şi vârful în jos. Raza cercului de bază al conului este 
R, înălţimea conului este H. 

1. În acest vas se toarnă o cantitate de apă egală cu V. 

Să se determine înălțimea H, pînă la care se ridică apa. 


2. Se presupune că în vas se află apă pînă la o înălțime 


H, şi se introduce în vas o sferă de rază r, care rămâne complet 
acoperită de apă. 
Se cere să se afle cu cît s- a ridicat nivelul apei prin intro- 
ducerea sferei. 
. Năse determine această creştere în cazul particular când 
vasul are forma corespunzătoare relaţiei R= H, iar raza sferei este 
H, 


T = — e 


2 


3. Să se determine, în cazul particular de la punctul 2, care 
este aria udată de apă. 

4. Să se determine care este volumul cel mai mic de apă care 
trebuie să existe în vas, pentru ca sfera să fie complet acoperită 
de apă, îm cazul particular R =H. 

5. Aceeaşi întrebare de la punctul 4, pentru cazul general. 
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“ Soluţie. 1. Conul- de apă este asemenea eu conul dat, 
„de unde rezultă i tal elementelor omoloage : 


R a Ba 


RO 
iar. din expresia volumului conului de apă deducem 


RH TRH? 
n=- Vara? 
3 
H? : 
nR? l vR 


I EAE? rs PE 
2, Dacă însemnăm cu v = 4 z- volumul sferei şi cu F, 


volumul conului de apă după introducerea sferei, avem V= 
= V.+v; formula stabilită la punctul 1 pentru conul de 
volum V, este valabilă, și pentru SCRI de volum F., deci 


9 
a 3H? (V, + v) 
He ae me Eas m 90 i 


- Creşterea, nivelului apei, prin introducerea sferei, este 
egală cu diferenţa, 


a a PETE — ez 


nR? nR ? 


3 
l 3HE? 83/5 Fy 
H,—H,; = SV Ya YT . 


- Dacă H=R şi 7 = Ei deducem 
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3. Aria udată de apă este egală; cu aria sferei plas aria 
“laterală a conului de înălțime H,, adică 


Ka = drr? + n Ra Ga = zH + TRG, 


unde G, este generatoarea conului de înălțime H, 


3 
2 9 
6? = Rè + H= 2m = 20/4) 


pentru că = şi R =H, deci R, = H, şi H, = H, jz. 
; 2 2 
Deducem 


G = H, V2 pe x R: „0 = rH, He y2 jz, 
3 6 e 
S, = ri + rH y? J5 =mi de a. 
4. Fie G generatoarea vasului conic, G2=— R2+H?, 


G =Y R+ R? =H 2. 


Fie v, volumul conului minim de apă şi h, înălțimea lui, 
fie v, volumul conului de apă, după introducerea sferei, şi 
R. înălțimea lui; după formulele stabilite la punctul 2 avem 


3 3 
3H? (0, + v) 3 (v, + v) 
ha = DT aa => —, 
TR eri 


Sfera introdusă în vas rămîne tangentă la con; urmează 
că ha=r +4, unde lînseamnă distanţa centrului sferei la vîrful 
conului. Triunghiul dreptunghi de ipotenuză l şi catetă r este 
asemenea cu triunghiul dreptunghi de ipotenuză G şi catetă 
R, pentru că au un unghi ascuţit comun, deci 


l r rG H Va 5o 5 
en! b aice =r V2, = (1 + V2), 
145p mA, y eE, 
T 
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5 în cazul general avem 


z zq I6 _ IVRE 
G = VE E, == i 


Ca. verificare, pentru R=H, v, se reduce la 


A i 
Ea — a) = e, 


3 
valoare găsită direct la punctul 4. 


XI.21. 1. Să se arate că locul geometrie al punctelor din spa- 
țiu din care se vede un segment de dreaptă AB sub un unghi. 
drept, este sfera avînd pe AB ca diametru. 

2. Fiind dat un triunghi ABO, să se deducă că există îm 
spaţiu două puncte O, și Oa, simetrice faţă de planul triunghiului 
ABC, așa fel ca unghiurile AO,B, BO,C, CO,A să fie drepte 
(n = 1 sau 2). 

3. Să se determine, în funcție de lungimile a, b, c, ale la- 
turilor triunghiului ABC, aria laterală şi volumul piramidei 
cu vîrful în O, şi cu baza ABC. 

4. Să se demonstreze că dr eapta 0.0, întâlneşte planul triun- 
ghiului ABC în ortocentrul acestui triunghi. < 


Soluție. 1. Fie P un punct oarecare pe sfera de diametru 
AB; planul PAB taie sfera după un cere mare, adică un cere 
de diametru AB şi în acest cerc, Xx APB= 90°, prin urmare 
toate punctele P ale sferei se bucură de această proprietate. 
Punctele sferei sînt singurele puncte care se bucură de această 
proprietate ; într-adevăr, fie Q un punct interior (sau exterior} 


1T 


Z 


sferei; planul QAB taie sfera după un cere mare şi, în acest; l 
cere, punctul Q este interior (sau exterior) cercului, deci 


x AQB > 90° (sau < 90°). 


2, Fie 4’, B', 0' mijloacele laturilor BO, CA, AB; cercul 
cu centrul în B’ și diametrul AO, taie cercul cu centrul în 0. 
şi diametrul AB, după coarda AA, perpendiculară pe linia 
centrelor B'O’, deci perpendiculară pe BO; rezultă că coarda 
AA, este înălțimea coborită din vîrful A pe latura BC. 

Rezultă că sfera de diametru AC taie sfera de diametru 
AB după cercul de diametru AA, şi acest cerc este situat în- 
tr-un plan perpendicular pe linia centrelor B'O’, deci, per- 
pendicular pe planul orizontal ABC. 

Cercul vertical de diametru AA, înțeapă sfera de diametru 
„BO în două puncte O, şi Oz; aceste puncte sînt simetrice în 
raport cu planul ABC pentru că și cercul și sfera admit ca 
plan de simetrie planul ABC. 

Punctul 0, (şi 0.) fiind situat pe sferele de diametre BO, 
OA, AB, rezultă după proprietatea 1 că fiecare dintre laturile 
triunghiului este văzută din acest punct sub un unghi drept. 

3. Însemnăm cu O unul din punctele O, şi 02; triedrul 
OABC este tridreptunghi, fie 


OA =, OB =y, O0 =z. 


În triunghiurile dreptunghice BOC, COA, AOB, avem 
după teorema lui Pitagora, 


yY p 2 = a, +a lb z? pe = 02, 
de unde ‘rezultă 
202 = — e +b +e, sant stea i 
22? = + 02 p b — e 


Aria laterală a piramidei OABC este egală cu suma- ariilor 
PRD EOE BOC, COA, AOB, adică cu suma 


(yz + zx pai zy) 
2 


iar volumul piramidei, egal cu volumul tetraedrului cu virful 
în C şi baza AOB, este egal cu 


z z? xyz 
ic E ati OR a „dă 
2 3 6 
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Dacă; incat pe a, Y; 2, cu: sălile: deduse din ecuaţiile 
de mai sus, obţinem aria taterală şi volumul piramidei 0ABC 
în funcţie de laturile a, b, c ale triunghiului. ABC. 

De exemplu, dacă a2 — 41, b? = 34, c2 = 25, deducem 
æ = 3, y = 4, z = 5 şi, dacă unitatea de măsură pentru lungimi . 
este centimetru], l 


aria laterală = 23,50 em?, volumul = 10 cm’. 


4. Am văzut la punctul 2 că punctele O, şi O, sînt situate 
într-un plan vertical, a cărui urmă pe planul orizontal A BO este 
înălțimea AA. Prin permutări circulare deducem că punctele 
- 0, şi Oe sînt situate- -Şi în planele verticale, ale căror urme pe 
planul orizontal ABC sînt înălțimile BB, şi 00,. Urmează că 
planele verticale care trec prin aceste înălțimi se taie după. 
perpendiculara ridicată în ortocentrul H pe planul ABO, iar 
punctele 0, și O, fiind situate pe aceste trei plane verticale, 
sînt situate pe dreapta comună lor, ceea ce revine a spune 
că dreapta OjO, înţeapă planul ABC în ortocentrul H. - 


I1.22. Se dă triunghiul dreptunghi AOB, în care catelele 
OA = a şiOB =b. Se construieşte bisectoarea OH a unghiului 
drept şi prin OH se duce planul P perpendicular pe planul tri- 
unghiului AOB. In planul P se duce prin O o dreaptă OC care 
să facă cu OH un unghi de 45°. f 

1. Să se afle volumul tetraedrului OABC, unde OC = 0. 

2. Cum poate fi construit punctul C astfel ca CA = OB? 

3. Punctul C fiind obținut prin construcția 2, să se afle 
volumul tetraedrului OABC. 

- Solutie. 1. Însemnăm cu H proiecția punctului C pe planul 
triunghiului OAB, planul OHC este planul . P. Triunghiul 
OHC este dreptunghi în H şi isoscel pentru că x HOO = 45°, 
deci 


| HO = OH = 00 cos 45° SILA 


2 
Volumul piramidei COAB este egal cu: 
a eVă 
aria AOB x HC _ a 2 __abcV2 
g = 3 12 


2. Fie MH mediatoarea ipotenuzei AB în triunghiul 40B, 
adică perpendiculara ridicată pe AB în mijlocul său M, şi fie 
_A intersecția bisectoarei OH cu mediatoarea MH. 
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În cercul circumscris triunghiului AOB, bisectoarea OH 
împarte arcul AB în două părţi egale; mediatoarea MH 
împarte şi ea arcul AB în două părţi egale, deci punctul lor 
de intersecţie H este mijlocul arcului AB. 

Locul geometric al punctului C din spaţiu, egal depărtat 


<de punctele A şi B, este planul MHO dus prin M perpendicular 


pe segmentul AB. "Acest plan, perpendicular pe planul triun- 
ghiului OAB, taie planul P sau OHC, de asemenea perpen- 
dicular pe planul OAB, după dreapta HO, perpendiculară 
pe planul OAB, de unde rezultă următoarea construcţie a 
punctului ©, în ipoteza CA = CB; se construiește cercul cir- 
cumseris triunghiului AOB şi fie H mijlocul arcului. AB ; se 
ridică în H perpendiculara HC pe -planul AOB și se ia, pe 
această perpendiculară, punctul C aşa fel ca distanțele 
HO = 0H. 

3. Luăm pe latura OA punctul B’ așa fel ca OB’ = OB, 
rezultă că în triunghiul isoscel BOB’ bisectoarea OH este și 
mediatoare, deci HB = HB' şi prin urmare CB = 0B'; dar 


- CA = OB, deci CA = CB'. Fie I mijlocul segmentului AB'; 


în triunghiul isoscel A0B', mediana IC este şi înălțime, adică 
CI este perpendiculară pe 40. Însă CH este perpendiculară 
pe planul OAB, rezultă că HI este perpendiculară pe A0. 
Însă triunghiul dreptunghi OIH este isoscel pentru că 
XIOH = 45°, OH fiind bisectoarea unghiului drept AOB. 
Rezultă | n” 

HI = 0I = 24$ 2E a+b 


2 2? 


OH =01V3 =(a + DE, 


00 =0HV2 =a +b sau c =a +b. 
Volumul tetraedrului OCAB se deduce din formula stabi- 
lită la 1 în care se înlocuieşte e prin a + b, 
volumul OABC = ab (a + DEE 
Observație. În triunghiul dreptunghi OC, avem 
a+b `: 


_0C=a+b01= 


rezultă 
~X IOC = 60°. 
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tn general, dacă X HOC = "074 avem îi ai să 
| HC = OC sin a = c sin a, l 
„ iar volumul tetraedrului COA B este 
$ „abc sin & 
S 
Punctul H este acelaşi pentru toate valorile lui a; dacă se pune condiţia 


CA = CB, punctul C este vîrful triunghiului dreptunghi OHC, în care unghiul 
din O are valoarea œ în loc de 45°. 


OH = taa ca mai sus, iar 


HC = OH tg a = (a + bl? te a, 


— 


volumul OABC = ab (a + b) EZRA X. 
. l 12 


1.23. Se dă un cilindru de rotaţie de rază r şi înălțime H 
și un con de rotaţie avînd aceeași înălțime, iar baza un cerc de 
rază R, concentric cu unul dintre cercurile de bază ale cilindrului. 
E "Să se determine raportul dintre razele r şi R așa fel ca 

cilindrul şi conul să aibă același volum. 

2. Să se determine raportul dintre r și H, așa fel ca cilindr ul 
și conul să aibă acelaşi volum şi aceeași arie laterală. 

3. Să se determine volumul porțiunii de con, care este exte- 
rioară cilindrului, în cazul 2.. 

Soluţie. 1. Volumul cilindrului este xr?2H, iar volumul conu- 


. xR2H 
lui, rr , deci 


RH = 
xl = z ya R = r V3. 


2. Aria laterală a cilindrului este 2 mrH, iar aria laterală 
a conului „RG, unde seneratoarea G este dată de ecuația 
(2 = H? + RE, deci | 


 omrH=nRVE RE, 4r2?H? = R (H? + R?) 
și, dacă s pe R prin rV3, 
4H? = 3 (H? + 3r?), H= 3r. 


i 3. Porțiunea din con, exterioară cilindrului, reprezintă 
un trunchi de con găurit cu un cilindru mic; trunchiul de con 
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are înălțimea k necunoscută, iar cercurile lui de bază au razele 
egale respectiv cu R şi r; cilindrul mic are aceeaşi înălțime i 
h, iar raza cercului de bază egală cu r. 

Un plan, dus prin axa comună de simetrie a cilindrului și- 
conului, taie conul după un triunghi dreptunghi în care catetele 
sînt egale cu H şi R, iar ipotenuza egală cu G; acelaşi plan taie 
porţiunea din con exterioară cilindrului tot după un triunghi 
dreptunghi, în care catetele sînt egale cu h și (R — r). Aceste 
art triunghiuri fiind asemenea, au catetele proporţionale, 
adie 


R 
R-r 


H 
h 


şi, dacă înlocuim R =r V3, H = 3r, obținem 
h =r (3 — V3). 
Volumul trunchiului de con este egal cu | 
hr(R + Ri) _ hrar, 
, 3 a 3 
Volumul cilindrului mic este egal cu vrh, iar volumul ` 
solidului căutat este ` 


ELEL Ee a tratar Z 


1+3 2r r? 
= m (3 -H = E j 


II. 24. În cercul de bază al unui con circular drept se înscrie. 
un pătrat ABOD, ale cărui vârfuri se unese cu vârful V al conului. 
1. Să se afle volumul piramidei VA BOD ştiind că suprafața 
daterală a conului se desfăşoară după un semicerc de rază dată R. 
2. Se consideră sfera cu centrul î în V şi care trece prin cercul 
de bază al conului ; să se afle, în acest caz, aria calotei sferice 
_ mărginite de acest cere. 
Soluţie. 1. Fie r raza cercului de bază și g generatoarea conu- 


lui; aria laterală a conului este egală cu mg şi prin ipoteză 


această SUPT RIA se desfăşoară după un semicerc de rază R, 
R 
-deci zrg = E. Însă g = R, deci R =2r şi dica Ba 
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Aia a pätratului AB0D este 4B = = apa an =; înălțimea E 


A piramidei este o catetă într-un triunghi dieta în care: 
cealaltă catetă este r, iar ipotenuza g-= R, deci 


H? = R? — r? = 4r? — r? = 3r?, H =r Va. 
Volumul piramidei VABOD este egal cu 
ap x E = yx li rV3 27 R 
3 


3 Va aya 
2. Sfera cu centrul în V și care trece prin cercul de bază 
al gonan are raza egală cu VA = R; 


Planul ABOD taie această sferă în două calote, ale căror 
înălţimi sînt egale cu RH =R + + c) ; ariile acestor calote- 


sînt egale cu | = 
2R (R + H) = rR? (2 + V3). 


11,25. Se dă un triunghi ABO cu latura BO =a şi cu 
înălțimea corespunzătoare acestei laturi AD = = h; triunghiul se 
roteşte în jurul laturii BO. 

1. Să se determine volumul generat de triunghiul ABO. 

2. Să se determine poziţia punctului E pe latura AC astfel: 
ca volumele generate de triunghiurile ABE şi BEC să fie egale ;. 
să se deiermine de asemenea punctul F analog pe latura AB. 

3. Să se determine aria născută prin rotația segmentului EF 
. în jurul lui BO. 

4. Bă se determine în general poziția punctului M pe latura. 
AC, astfel ca volumele născute de triunghiurile ABM şi BMC ` 
să fie într-un raport dat k ; de asemenea punctul analog N pe AB, 

corespunzător aceluiași raport k. 

5. Să se determine valoarea raportului k astfel -ca aria: 
născută prin rotatia segmentului MN să fie maximă. 

Soluţie. 1. Să însemnăm prin e, f, m, n proiecţiile punctelor 
E; F, M, N pe latura BO. a 


„Volumul născut de triunghiul dreptunghi ADB este - zi 2, 


i iar volumul näscut de triunghiul dreptunghi ADC este mine. 


dacă facem suma, găsim că Volumul născut de ianghul 220 
este l 


| y= zh? (BD + DC) ` _ male 
CE N dia e: 3 3 
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l 2. Vòlumul născut de triunghiul BEC este, după formula 


este V, = V — V; prin ipoteză V, = F, sau V, = F — F, 
V = 2V; sau l 


3 ; 
= , iar volumul născut de triunghinl ABE 


vah? = ie a Te tè He = i . 
3 3 2 y3 
Prin simetrie, Ff = Ta deci latura EF este paralelă cu BC. 
3. În triunghiurile asemenea APE şi ABC, scriem că 
bazele şi înălțimile sînt proporţionale, 


EF _ hi — Ee — 2 


EF =a k -5): 
BC h /3 


2 


Aria născută de segmentul E este aria laterală a unui 
cilindru, E 


2ra | 
S, = 2xEP' x Ee = — boi 
y2 


4. Însemnăm x = Mm ; volumul născut de triunghiul BMO 


k E 
= mah (V2 — 1). 


este Va = E, iar volumul născut de triunghiul BAM este 


ma (h? — x?) 
3 
factorului comun e. 


Va . Condiţia V, = kV, devine, după suprimarea 


i h 
h? — æ = ha, k = x? (1 +k), £= . 
' ' VIF k 
Prin simetrie, Nn = Mm = AARLE deci latura MN este 


YI +k 
paralelă cu BO. 
5. În triunghiurile asemenea ANM și ABC, bazele si 
înălțimile sînt proporţionale - 


u bis MN = [i sui ata ) 
BC h i 
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ce a az Sa N 
i - Zi > $ i 
> m . = 


‘Aria născută de înotul UN este: 


S(h)= 2 Mm x MN = TE 
S’ (k) = 2nah 2=b1i+k, 
| 2 (1 + k) 
Funcţia S(k) este staționară pentru 2—V1+k=0, 
k = 3; cînd parametrul k creşte de la 3 — e la 3 + e, derivata 
S' (k) trece de la o valoare pozitivă la una negativă, deci funcția 
este maximă pentru k = 3. 


1.26. -Se dă triunghiul ABC, de arie Š şi laturi a > b>c 

1. Să se. calculeze, în funcție de a, b, c, S, volumele V,,- 
V,, Va şi ariile Sa, Sp, Be ale. solidelor generate prin rotirea 
triunghiului respectiv în jurul lui BO, CA, 

2. Care este cea mai mare dintre ariile Sa, Bo, 8? 

3, Care este cel mai mare dintre rapoartele “s, t, x ? 

a b e 

Solutie 1. Dacă notăm cu h., h, ke înălțimile triun- 

ghiului, avem 


3V, = nhia, Ba = T (b+ 6) ha 
sau tinind seama de 28 = ah, deducem 
i 3aV, = 48%, aSa = 278 (b + e) 


şi încă două grupe de egalităţi deduse din aceasta prin permu- 
tări circulare. 

2. Din punctul 1 deducem că suprafeţele Sa, Syp, Se sînt 
„proporționale respectiv cu ` 


b+e c+a a+b 
——, —, — 
a b c 


şi aceste trei rapoarte se mai seriu 


arte i Sine a 
a c i 


pentru că a>b>c, acei Sa < Se < Sa adică S, este cea 
mai mare dintre cele trei arii. 
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ž i - l ; i îi [| e A 2 YV v y 
„18. Din punctul 1 deducem că rapoartele Fa T E 
ni 55, 
respectiv proporționale cu | 
1 1 1 
bte? cta’ a+b 


N 


Dar numitorii se mai scriu | 
(a4+B5+e)—a<(a+b-+e)—b<(a+b+oe)—ec 

pentru că a > b> c, deci | | 
S OE. 1 

b+c cpa a+ b 


adică 


V : : : 
deci y este cel mai mare dintre cele trei ii bă 


11.27. Se consideră un tetracăru ABCD avînd muchiile, 
exprimate în metri, egale cu - 


4B = 25, 40 = 56, 4D = 10, BO = 68, BD = 83, 
CD = 60. | N 


1. Să se calculeze segmentele determinate pe OD de înăl- 
țimea unghiului A în triunghiul ACD şi segmentele determinate 
pe CD de înălţimea unghiului B în triunghiul BOD. Să se deducă 
că aceste înălțimi se întîlnesc în același punct pe OD. 
| 2. Să se deducă de la 1 că direcţiile muchiilor AB şi 0D 
fac în spaţiu un unghi drept. Să se arate, în: acelaşi fel, acelaşi. 
lucru, pentru direcţiile (AC, BD) şi (AD, BO). 

3. Să se calculeze aria totală a letraedrului. 

Soluţie. 1. Să notăm pentru ușurință : 


BO =a, CA =b, AB =6, DA = 4, DB =$, D0 =y; 
Ša = aria BCD, S, = aria ODA, 8, = aria DAB, 
S, = aria ABC; 


| Pas Pos Des Pas semiperimetrele respective ale RERET 
BOD, ODA, DAB, ABQ; : 


- 


a B' ' proiecțiile lui A3 şi B pe 0D; A”, 0” proiecţiile lui 
A şi n pe BD; A'” D" proiecţiile lui A şi D pe BO. 

“Pentru calcularea segmentelor A' C, A'D putem folosi 
“mai multe metode şi anume : 

2) Teorema lui Pitagora generalizată ne dă în triunghiul 
AOD: l 
b = y? -p «? — 2y x A'D, a? = b? + y? —.2y : A'O; 

4'D = RED- E: Vp PR Toeri 41) 

. 2y 2y 

b) Triunghiurile dreptunghice AA'C, AA'D ne dau 
A'02 = b? — AA”, A'D? = 02 — AA”; 
iar prin eliminarea lui AA' 
A'D? — A'02 = 02 — b? sau (A'D + A'0)(4'D — A4'0) = 
a — b? 


= 02 — b?, AD+AC=y, AD — A'C = z 


si, făcînd semisuma și semidiferența acestor două ecuații, 


. -© obținem pentru A'D şi A'C valorile (1). 


c) Triunghiurile dreptunghice AA'D şi AA'0 dau 
A'D? = 02 — AA”, A'02 = b? — AA? 
şi, cum A A” este înălţime în triunghiul ACD, 
: Y X AA' = 26. 
Aria K, se calculează în funcţie ao laturile «, b, y cu 
formula 
168 = (— at — bt — yt + 2a2b? + bry? + 2%2a2), 
şi, făcînd înlocuirile, obţinem pentru A'D şi A'0 valorile (1). 
„Pentru calculul ariilor, utilizăm formula 
= Vpa (Pa — a) (Pa — b) (Pa — 6). 
aaa Ap 
Pa — a = 78 — 63 = 15, Pa — B = 78 — 33 = 40, 
Pa — Y = 18 — 60 = 18; 
Pe — a = 66 — 16 = 50, p, — b = 66 — 56 = 10, 
p — y = 66 — 60 = 6; 
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A'''02 = b? — AA”? = 3136 — 


2p, =a +B +e=16 +33 +25 = 74, - - 
P, — & = 37 — 16 = 21, Pap R y 
P. —0 = 3T — 25 = 12; 
2pa =a + b + c = 63 + 56 + 25 = 144, 
căt em ia e E ES 
; Da — 0 = 12 — 25 = 47. 
Sa = V 78-15-45-18 = 270 VI3 m, 
Sa = 66-50-10-6 = 60 V55 m?, 
S, = V 37-21: 4-12 = 12 V259 mg, 
= | 72 -3.16.47 = 12 V94 m2. 


2 ZE N 
44 =(=) = (e) = 220, 
Y 60 
asn = (22 j-| paaa) — uaa 
B 
Apa — [2SaY — 2x mpi 3 Bexa 
3 “la 49 
12 2 
BB = (2e) _ (emr ) — 81 x 13, 
Y 
co = (e | = (pere j-2 32 400 x 13> 
p 121 
pp”: —[2SaY axali} __ 3600 x 13, 
i a 49 


A'D? = a? — AA”? = 256 — 220 = 36, A'D =6m; 


- B'D? = B? — BB’? = 1089 — 1053 = 36, B'D = 6m; 


16576 gog 83y 
121 ? 11 
32400 x 13 


A” B? = 02 — AA'? = 625 — 


- O" B? = a? — 00"? = 3969 — HXI, CB = m; 


121 
256 x 94 , 360 
aT, A dă și = 
„49 


D" = y? — DD”? = 3600 — OXE, pro = e 


_ Begmentele rămase de calculat se deduc, din formulele | 
© -Æ0=y— AD; BO0=y— BD; A"D =p —A"B; 
0”D = $ — 0" B; A'B =a — A"'0; DB =a — D"C. 
Valorile numerice găsite pentru lungimile segmentelor sînt : 
4D=BD=6m; AC=B'0=54m; 
A"B = 0"B = a m; 4"D=0"D = 2m; 


amo = D'C = 360 — m; A'"'B AR D” B = = m 


4 


Aceste formule arată că A'= B';, A” = 0”; A” = D” 
prin urmare înălțimile 4AA’ și BB'; AA" şi 00”; AA” şi DD” 
sînt concurente două cîte două în punctele. A, A”, A” situate 
respectiv pe 0D, DB, 

“2. Trebuie să arătăm că AB este perpendiculară pe 0D; 
cum A' = B', înălțimile - AA' și BA' fiind prin definiţia lor 
perpendiculare pe CD, avem OD perpendiculară pe AA’; 
CD perpendiculară pe BA’, deci OD perpendiculară pe planul 
AA'B, deci perpendiculară pe orice dreaptă din planul AA'B,. 
în particular pe dreapta AB ; am demonstrat astfel că niucbhiile 
CD şi AB sînt perpendiculare. 
| Se demonstrează la fel că muchiile BD şi AC sînt per- 

pendiculare şi muchiile BO şi AD sînt perpendiculare. 
> 3. Aria totală S a tetraedrului este egală cu suma ariilor 
“celor patru triunghiuri care-l mărginesc ; calculind rădăcinile s 
pătrate cu două zecimale exacte. găsim 


S = Ba +8, F 8, + Sa = 270 V13 + 6055 4+- 12 V259 + 
+ 12V94 = 270 x 3,60 + 60 x 7,41 +12 x 16,09 +72 xX 
x 9,69 = 972 + 444,60 + 193,08 + 679,68; S = 2307,36 m2. 
“Gonsi der at ii geometrice. Dacă nu s-ar fi cerut în mod gpecial 
să se calculeze segmentele A’ C, A'D, B’ C, B’ D şi analogele, s-ar îi putut de- 
monstra cu mai puține calcule că înălțimile feţelor sînt două cîte două concurente 


- şi că muchiile sint două cite două perpendiculare. Într-adevăr, la punctul 1 am 
obţinut din teorema lui Pitagora generalizată şr. 


e + g? a b2 
-2y 
Analog se „obține din triunghiul . Ea 
— a 
2y 


i - A'D = 


9 — Culegere de probleme 
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Dacă înălțimile se înttinesc pe CD, avem A’ = B’, deci A'D = É’ D sau 
aè + a = bÈ + pe. © (2) 


Aceasta este condiția necesară ca AA’ şi BB! să se întilnească pe CD sau A'= B. 
Această condiţie este şi suficientă; sii său am văzut la punctul 1 b) că 


+ — b2 
A'D — A'C = . 
Y 
Analog se deduce din triunghiurile BB’ D şi BB'C, | 
| a_ a $ 
B'D-B'C=Ê < , 


iar prin scăderea membru cu membru a ultimelor două egalităţi, 


3 2) __ (p8 2 
A'D + BC — A'C — Bp = CEA) — BP) 
Y 
Însă, prin ipoteză, a? + œ? = b? + ß?, deci 


AD+BC-AC-BD=0. 
Adunăm la ambii membri 2 (A’ C + B’ D), 
A'D + A'C+ BC + BD = 2 (A'C+ B'D). 


Dar A'C+A'D=B'C+ B'D = y, deci simplificind cu 2 în ultima ega- 
litate, obţinem y = A'C + B'D; dar y = A'C + A'D, deci A’ D = B’ D, de 
unde rezultă A’ = B’. 

Am demonstrat deci că (2) este condiţia necesară şi suficientă ca înălțimile 
AA/'şi BB'să se întilnească pe CD, de unde rezultă, conform celor arătate la punctul 
2, că AB şi CD sînt perpendiculare. 

Se demonstrează la fel că a? + d? = c? + y? este condiţia necesară şi sufi- 
cientă ca înălțimile AA’ şi CC’ să se întilnească pe BD, iar b? + B? = &è + y3 
este condiţia necesară și suficientă ca ampie AA” şi DD” să se întilnească 
pe BC. 

În enunţul problemei, 


a? + a2 = 632 + 162 = 4225; b? -+ B? = 562 + 332 = 4225; 
c? + y? = 25? + 602 = 4225, 
deci = 
+= ReH, (9) 
de unde rezultă A’ = B’; A” = C”; A” = D”. i 


Observăm că una dintre aceste trei coincidențe este o consecință a celorlalte 
două, căci de exemplu din 


a + œ? = b? + B? şi a? + a? = è + y’, rezultă b? + B? =e +y’. 


Dubla egalitate (3) caracterizează un tetraedru ortocentric (cu laturile opuse 
perpendiculare în spațiu două cite două) și se exprimă astfel : condifia necesară şi 
` suficientă ca un tetraedru să fie ortocentric, este ca suma pătratelor muchiilor opuse 
să fie aceeaşi (se demonstrează că înălțimile acestui tetraedru sînt concurente într-un 
punct numit ortocentrul tetraedrului și aceasta este altă proprietate caracteristică a 
tetraeirului ortocentric). 

- Am demonstrat mai sus că, dacă într-un tetraedru două perechi de muchii 
opuse fac în spaţiu unghiuri drepte, atunci a treia pereche de muchii face de 
asemenea un unghi drept. 
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În stirșit, condiția (2) se mai scrie a? — 62 = b? — a2 sau 
BŒ — BD? = AC — AD? = K. 


Însă locul geometric al punctului B care satisface condiția BC? — BD? = 
= k? este un plan perpendicular pe CD ; la fel, punctul A se găseşte în acelaşi plan, 
deci dreapta AB se găseşte într-un plan perpendicular pe CD, ceea ce revine a 
spune că dreptele AB şi CD sînt perpendiculare. 

Consideraţii aritmetice. 'Tetraedrul dat este aşa fel ales încit 
lungimile muchiilor lui sînt egale cu numerele întregi 63 şi 16, 60 și 25, 56 şi 33, 
care satisfac condiţiile 


632 + 16? = 602 + 252 = 562 + 33? = 652 = 4225, 


iar primele două egalități exprimă că tetraedrul este ortocentric. Se pune problema 
dacă mai există şi alte tetraedre ortocentrice ale căror muchii să fie exprimate în 
numere întregi. Numim triunghi aritmetic, triunghiul dreptunghi ale cărui laturi 
sint egale cu numere întregi ; de exemplu triunghiul 3, 4, 5 este aritmetic pentru 
că 3? + 42—52. Egalităţile de mai sus exprimă că există trei unghiuri aritmetice 
ale căror ipotenuze sint egale cu 65 şi anume triunghiurile (16, 63, 65), (25, 60, 
65), (33, 56, 65). 

Numim prin extensiune tetraedru aritmetic, tetraedrul ortocentric ale căru- 
muchii sînt egale cu numere întregi şi problema determinării tetraedrelor ariti 
metice se r6duce la determinarea triunghiurilor aritmetice cu ipotenuza dată, cu con- 
diţia ca această problemă să admită cel puţin trei soluţii. 

Dacă:'z, y, z sînt laturile triunghiului aritmetic qz? + y? = z? şi dacă ipo- 
tenuza z este un număr prim de forma 4k + 1, se. ştie că z se descompune într-o 
sumă de două pătrate, z = a? + b? şi această descompunere este unică. Dacă 
punem apoi 


x = 2ab, y = b — @, z = @ 4+ b? 


obținem un triunghi aritmetic, pentru că 


(2ab)? + (b? — aè)? = (aè + b3). 


l De exemplu, z = 17 = P -+ 4, a = 1, b = 4, x = 8, y = 15 şi avem triun-. 
ghiul aritmetic (8, 15, 17). 


Dar acest caz nu convine problemei tetraedrului aritmetic pentru că des- 
compunerea lui z în două pătrate este posibilă, însă soluția este unică, pe cînd 
pentru problema noastră trebuie să avem cel puţin trei soluții. 

Dacă z admite numai un factor prim de forma 4k + 3 (de exemplu 35), des- 


-© compunerea lui z în două pătrate este imposibilă. 


Dacă z este un produs de numere prime de forma 4k +1, descompunerea 
lui z în două pătrate este posibilă şi problema admite mai multe soluții. 


Dacă z este divizibil printr-un număr de forma (4k + 3)2, se poate găsi o. 
descompuhere a lui z în două pătrate, însă numerele T, Y, z corespunzătoare nu mai 


sînt prime între ele, de exemplu | 
z = 45 = 3% + 67, a = 3, b = 6, pee = b? — 02 = 27, 


-iar triunghiul aritmetic (27, 36, 45) rezultă din triunghiul “afitmetic primitiv (3, 


4, 5) pa amplificarea laturilor cu 9. 
rezumat, vom lua pentru z un produs de numere prime de forma 4k + 1; 
cele mai mici numere prime de această formă sînt 5, 13, 17, 29 şi cea mai mică 
valoare a lui z este 5 x 13 = 65, care se descompune astfel: 
z,= 65 = 1? + 8?, a = 1, b = 8, x = 2ab = 16, y = b? — &@ = 63; 


z = 65 = 424 72, a = 4, b= 7, x = 2ab = 56, y = b? — aè = 33. 
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Putem avea însă un triunghi aritmetic (a Y, SI fără ca a şi b să fie numere 
raționale, de exemplu . - 
z = 65 = 20 + 45, a = 2 V5, t= 3V5; z = 2ab = 60, 
: = b2 — a = = 25. 
z = 65 = 13 + 52, a = V13, b = 2VT3, a = 2ab = 52, 
y = b — a2 = 39. 


Tetraedrul cu perechile de muchii (1, 8), (4, 7), ( 2 y5, 3 y5 ) este ortogonal, 
dar nu este aritmetic ; în schimb, tetraedrul (16, 63), (56, 3) (60, 25) este arit- 
metic. 

Dacă luăm un alt exemplu, z = 5 x 221 = 1105, ayem descompunerile 

z = 1105 = 42 + 882, a = 4, b = 33, x = 264, y = 1073; 

z = 1105 = 9? + 323, a = 9, b = 32, x = 576, y = 943; 

z = 1105 = 12? + 312, a = 12, b = 31, x = 744; y = 817; 

z = 1105 = 232 + 242, a = 23, b = 24, x = 1104, y = 47, 
de unde rezultă 8-tetraedre aritmetice, din care 4 obținute luînd trei perechi . 
de muchii (a, b), de exemplu tetraedrul (4, 33), .(9, 32), (12, 31) şi alte patru ob- 
tinute lutnd trei perechi de muchii (x, y), de exemplu (264, = Date (576, 943), . 
(744, 817). 

Și în acest exemplu putem avea un triunghi aritmetic (x, Y, z) fără ca a 


și b să fie numere raţionale, de exemplu a = V221, 5=2V231 şi aşa mai departe. 


II.28. Trei sfere concentrice (4), (B), (0) au razele a < 

< b <c; două conuri au vârfurile într-un acelaşi punct O situat 

pe sfera (0) şi sînt circumscris. 

c sferelor (A) și (B) de-a lungu 
a două cercuri (e) şi (6). 

l Să se calculeze volumul și 
aria totală a trunchiului de con ' 
ale cărui baze sînt cercurile (a) 
şi (B), în cazul particular 


Q2 + b2 = e. 


Fig. 30 a Soluţie. Fie O centrul comun - 
al sferelor ; ; un plan dus prin 
dreapta 00 taie sfera (A) după cercul cu centrul în O şi raza a, 
iar conul circumscris sferei (A), după triunghiul isoscel TOT’, 
în care T şi T’ sînt punctele de tangenţă ale tangentelor duse 
din C la cercul («); fie P mijlocul lui TT” (fig. 30). 
(Triunghiul OTC èste dreptunghi şi _ 


OT =, PT = «, 00=c, TO = Ẹ e -— æ. 
Dacă scriem în două moduri aria triunghiului OTC, avem 


PT x 00 =0T x TO, deci SI A (os 


Cc 
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Caseta, OT este medie proporţională între ipotenuza OC 
şi proiecția ei OP pe ipotenuză, de unde scoatem dacă notăm - 
Z, = CP, i ga y 


e—a 


E i 


c i 


Dacă permutăm pe a cu b, avem elementele celui de al 
“doilea con; în rezumat, razele bazelor celor . două. conuri sînt 


a Ve — a2 b a — pi 
% = aVe — a 3 B = bye =t pi 
i c c 
iar înălțimile sînt l 


e — a 2 — b2 
Î, =^; l, ==. 
r e c 

Urmează că trunchiul de con care are ca baze cercurile 
(a) şi (B) are înălţimea 


Generatoarea G a trunchiului se calculează cu formula 

B : G2 = H? + (B — a), ; 
Avem deci toate elementele pentru a calcula volumul gi aria 
totală. l i | 
În cazul particular a? + b? = c?, avem « = f =”, adică 


. trunchiul de con se reduce la un cilindru şi volumul lui este 
___ nab? (b?— a?) 
Ga e 
ăar aria lui totală 
i __ mab? , 2rab (b? — a?) 
idolii uit aa 
II.29. Se dă un triedru tridreptunghi Oxyz. Pe Ow se ia 
 Antr-um sens OA = a și în celălalt sens OC' = c, pe Oz se ia 
» êntr-un sens 00 = ce şi în celălalt sens OA' = a; pe Oy se ia 
OB = b (fig. 31). Se presupune | 
b? = ac. 


1. Să se calculeze volumul V, al piramidei triunghiulare 
OABC. i Sa 

2. Să se calculeze volumul V, al piramidei cu vârful în” B 
şi cu baza trapezul AA'0O'0. i 
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3. Să se calculeze volumul V, al conului care are vîrful 
îm A şi baza cercul circumscris triunghiului BOC. 

Să se calculeze volumele V, şi: V, ale celorlalte două conuri 
analoage şi să se determine care este “cel mai mare. 

4. Să se arate că.un plan oarecare, care trece prin OB, 
taie conul cu vîrful în B şi cu baza cercul circumscris irapezulut 
AA'C'O după un unghi drept. 

Soluție. 1. Piramida OABC are muchiile OA, OB, 00 
perpendiculare două cîte două; volumul ei V, este egal cu pro- 
dusul dintre aria triunghiului ABO și înălțimea, corespunzătoare 
coborîtă din vârful O pe baza ABO, totul împărţit la trei. Însă 
putem calcula mai uşor volumul A considerînd că baza pira- 


midei este triunghiul dreptunghi AOB, de arie = , înălțimea 
corespunzătoare fiind 00 = o, deci 


abc 
V, TE, 
6 


2. Tapera AA'0'0 este isoscel, AC = A'0', iar diago- 
nalele lui perpendiculare ; din triunghiurile dreptunghice isoscele 
AOA' şi COC’, scoatem 
pentru bazele şi- înălțimea 
trapezului 


AA' = aV3, Co =eV3, 


| a Va cV2 
aria trapezului este deci 
2... 


Înălțimea piramidei este 
OB = b, volumul ei Mate 
deci 

(a + 2 b 
pya CS 
6 


3. Triunghiul BOC fiind dreptunghi, cercul circumscris 
lui are ca diametru BO = Vb? + œ, aria cercului „circumscris 


este deci egală cu PE +”. 
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“Toi conului. fiind 4 d = = a “volumul lui este 
pete. | 
12 


Prin permutări ciroulare, deducem pentru celelalte două 
conuri 


p, = Feroe 
- 12 
ja m (02 + bc 
12 
Din ipoteza b? = ac, voim să arătăm că 
| F= V< y, 
adică cel mai mare volum este V,. Într-adevăr V, = V,, adică 
a (b? -+ 02) = c (@? +- b?) pentru că a(ac+e2) = c (a? + ac). 
Mai rămîne să verificăm că V, < V,, adică 
a (b? -+ c2) < b (0 + a?) 'sau ac(a +e) <b (e -+ a2). 
Ridicăm la pătrat şi simplificăm cu ac = b?, 
ac (a + 0)? < (a? + 02) sau dce(a? + e) <a + e, 
0 < (c— a) +a (a — ce) sau (c — a) (è + ac + a?) >o, 


inegalitate evidentă. 

4. Ducem în planul 202 o dreaptă care trece prin punctul o ; 
ea taie o circumscris trapezului AA' O'O în punctele P 
şi Q. În acest cerc avem, oricare ar fi coarda POQ, 


OP x 0Q = OA x 00' = ao =. 


Planul PBQ taie conul cu virful în B şi cu baza cercul 
circumscris trapezului AA'C'U după generatoarele BP şi BQ; 
-86 cere să arătăm că aceste două generatoare fac un unghi 
drept. 

Într-adevăr, în triunghiul PBQ, OB este înălțime și pentru 
că OB = = b, avem după relația de mai sus, 


':0B? = 0P x oQ l ENEE 
care spune că înălțimea OB este media geometrică ; a, RRA 


ţiilor celorlalte două laturi PB şi QB pe latura PQ, proprietate 
caracteristică a triunghiului dreptunghi PBOQ. 


i 


La 
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„11.30. Pe două semidrepte Ox şi Oy făcînd. un unghi 
xOy = 120%, se iau două lungimi egale OA =0B = a, iar pe 
perpendiculara în O pe planul xOy se ia o lungime OC egală cu 
diagonala pătratului de latură a. Fie M mijlocul segmeniului AB 
(fig. 32). . 2 l i pai 

_1. Să se demonstreze că OM = ga 


2. Să se demonstreze că triunghiul ABC este echilateral. 

3. Să se calculeze în funcţie de a, aria totală și. volumul 
piramidei OA BO. | 
i 4. Presupunând vîrful în O şi baza OAB, să se construiască 
grafic desfășuraia suprafeţei laterale a piramidei 0COAB pentru 
a = 40 cm, piramida fiind tăiată după muchia laterală 00. 

Soluţie. 1. în triunghiul isoscel AOB, mediana OM este 

bisectoare şi înălțime, urmează că în triunghiul dreptunghi OMA, 
unghiurile ascuţite sînt egale respectiv cu 60*şi 30°; deci cateta OM 
este egală cu jumătatea ipotenuzei OA, adică = . 


2. În triunghiul dreptunghi OMA, 
l 2 
AM? = 042 — 0M? = at — (3) er, 


AM = 2%, AB =24M = 3. 
2 
În triuighiul dreptunghi A0C, | : 
>: [A0 = 042 + 002 = a2+(aV/2) = 30, AC = a Y3. 


Triunghiurile dreptunghice AOC şi BOC sînt egale, deci 
AC = BO. În total am găsit 


AB = BO = 0A =a)3, 


deci triunghiul ABO este echilateral. E 
„3. Triunghiul isoscel AOBare baza AB =a V3 şi înăl- 
țimea OM =3, suprafața lui este deci, bă . 
 'Triunghiurile dreptunghice AOC şi BOC sînt egale, aria 
fiecăruia este To l 
E OA xOC gy AZ ez 
2 2 
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Triunghiul ABC este ecliilateral, avind laturile egalo cu 


ay3; “aria lui este 


Y3 (aV/3 3 Y 


4 


4 


| __. 302 (3 


Pentru verificarea . calculului, să arătăm că aria triunghiului OAB, pro- 
ecţia pe planul xOy a triunghiului ACB, este egală cu arie triunghiului ACB în- 
wmulţită cu cosinusul unghiului diedru a format de cele două plane. Unghiul a este 
unghiul OMC în triunghiul dreptunghi MOC, pentru că medianele OM şi CM 
în triunghiurile isoscele AOB şi azi sînt și înălţimi. Însă în triunghiul dreptunghi 


MOC, catetele OM = $ şi OC = af 2; avem OC = OM tg a, 


tg æ = 2 V2, cos & = 


aria A AOB = cos œ X aria A ACB = = x 


= ae 


3a? V3 y3 
4. 4 


A totală a piramidei este egală cu suma, ariilor celor 
patru' -o care mărginesc piramida, deci 


=a (V23 + V3). - 

a V al piramidei 
este egal cu — înmulţit cu 
aria triunghiului dọ bază 
-AOB şi înmulţit cu înălţimea 
00 = az, 

_ 2/6 , 
12 
4. Dacă tăiem suprafaţa 


daterală a piramidei după 
muchia 00 gi desfăgurăm 


această suprafaţă pe planul 


yOz, obţinem figura urmă- 
toare : triunghiul BOC ră- 
mine neschimbat, triunghiul 
echilateral AOB se roteşte 
în jurul muchiei BO pînă vine 


Fig. 32 


„în planul yOz în poziţia BOA"; vîrful A’ se construieşte deci 
<a al treilea vîrf, situat în primul cadran al Den ai yOz, al 
triunghiului echilateral construit pe baza BC. 
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În destägurarea pe planul yOz, triunghiul 400 vine în 
poziţia A'0'0, pentru care cunoaştem vîrfurile C şi A’ deter- 
minate mai înainte, iar O' este simetricul lui O în raport cu 
mediana OM’ a; triunghiului echilateral BOA. Într-adevăr, 
în spaţiu planele- 400 şi BOC sînt simetrice în raport cu planul 
MOC, deci în desfăşurarea suprafeței laterale -pe planùl yOz 
triunghiurile desfăşurate COB şi 00'A’ vor fi simetrice în raport 
cu mediana OM’. îi 


II.31. Se consideră paralelipipedul dreptunghi cu bazele 
A BOD şi EFGH pătrate, înălțimea fiind dublul laturii pătratului. 
Pie A' și © mijloacele muchiilor laterale opuse AE și CG. Să 
se arate : 

1. Punctele D, A', F, O' sânt în acelaşi plan. `~ 

2. Figura DAFO este un romb. 

3. Unghiul DA'F este de 120°. 

4. Să se găsească suprafaţa rombului în funcție de latura 
a a pătratului. 

5. Să se determine poziția piciorului perpendicularei dusă 
din O pe planul rombului. 

6. Să se afle distanţa de la punctul C la acel plan (fig. 33). 


Soluţie. 1. Fie B’ mijlocul muchiei BF, triunghiurile 
A'B'P şi DOC' sînt dreptunghice isoscele, situate în plane para- 
lele, cu catetele egale cu a şi respectiv paralele; rezultă că 


ipotenuzele A'F și DC' sînt paralele și egale cu aa deci figura 
DA'FO' este un paralelogram, ceea ce revine a spune că o: 
furile lui sînt situate în acelaşi plan. 

2. Din triunghiurile dreptunghice isoscele DAA’ şi O'aF, 
cu catetele egale cu a, rezultă că ipotenuzele A'D şi C'P sînt 


egale cu 4/2. Paralelogramul DA'FO”, avind latutile egale 
cu a V2, este un romb. 

3. Triunghiul dreptunghi A'B'0' este isoscel cu catetele- 
egale cu a, ipotenuza, A'O’ este deci egală cu a/2. Triunghiul 


A'DO' are laturile egale cu a 2, deci este echilateral, unghiul 
din D este egal cu 60°, iar în rombul DA'FO', unghiul din A“, 
fiind suplimentar unghiului din D, este egal cu 120°. 


4. Aria rombului DA'FO' este egală cu de două ori aria 
triunghiului echilateral A'D0', a cărui a apă este a/2, adică : 


ACERA LEI a? V3. i 
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"5, în planul vertical ABEP, dreapta "PA! prelungită .. 
înţeapă planul orizontal ABOD în punctul A” situat pepre- 


E lungirea. lui BA așa felcă AA” = a, pentru că triunghiurile 


dreptunghice A'AA". şi PB'A' sînt egale. . 
La fel, în planul vertical BOFG, dreapta FO’ prelungită - 
înţeapă planul orizontal ABOD în punctul C” situat pe pre- . 
. lungirea lui BO, aşa fel că OO” = a. | 
Planul rombului taie planul orizontal după dreapta A” 0”; 
însă vîrful este situat în ambele plane, deci se găseşte pe dreapta 


Fig. 33 


dor de intersecție A'"'0"; triunghiul A” BC”, situat în planul 
- orizontal, este dreptunghi şi isoscel, pentru că BA” = BO” =2a; 
în acest; triunghi dreapta AC, unind mijloacele laturilor egale 
este paralelă cu baza A'"'0"; însă în pătratul ABOD, diago- 
nalele sînt perpendiculare, deci BD perpendicular pe AO, este 
perpendicular şi pe A'C”, adică BD este înălțime, deci şi 
mediană, în triunghiul dreptunghi isoscel A” BO”. 


În rombul DA'FO', diagonalele sînt perpendiculare, însă ` 


diagonala A'0' este paralelă cu planul orizontal, deci diagonala 
DP este dreapta de cea mai mare pantă, în particular FD este 
perpendiculară pe A” 0”. ` i ge Aa 

Fie P mijlocul lui DO” ; în triunghiul dreptunghi BDO”, 
dreapta CP uneşte mijloacele a două laturi, deci este paralelă 
cu a treia, adică OP este perpendiculară pe DO”. P 
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ipt triunghiul EEE FDO", ta o'p aite mij- 
loacele a două laturi, -deci este pâralelă cu aitreia, -Adică 0'P este 
Derpendiculară pe DO”. 
„_ Planul OPC este perpendicular pe dieapta de intersecţie 
DO" a planului rombului cu planul orizontal. 

"Fie Q piciorul înălțimii coborite din 0 în triunghiul POC’ 3 
Q este piciorul perpendicularei coborite din 0 pe planul i 
rombului. 

6. Distanţa de la punctul C la planul rombului este egală 
cu CQ; în triunghiul dreptunghi PCC', exprimăm în două 
feluri aria lui şi avem 


CP -0C = C0Q.-PC', 


în care 
00 =a, (P=, pg =EN. 
2 2 2 2 
Deducem 
l a y3 
0CQ = = 


„__1l.32.. 1. Dacă A, B,C sînt mijloacele laturilor triúnghiulüë 
echilateral A, B, Oi, să se arate că locul geometric al punctului j 
din spațiu, care satisface condiţia j 


PA? = PB2 + PO?, 


este sfera cu , cenir ul în vîrful A, și raza A,B. 

2. Generalizare pentru un triunghi oarecare A, B, O. 

. Soluție. 1. Pentru rezolvare, & se vedea problema I. 33 = 
formulele stabilite în ipoteza că punctul P este situat în planul 
triunghiului ABC rămîn valabile și în cazul în care punctul P 
este situat în spațiu. 

Cercurile R,, R,, R, din cazul planului vor fi înlocuite 
cu sferele Sa, Se, So în cazul spațiului. 

De exemplu, o sferă Ña este locul geometric al punctului P 
din spațiu cu ale cărui distanțe PA, PB, PC la vîrfurile unui 
triunghi oarecare ABCO se poate construi un triunghi dreptunghi. 

Sfera Sa, de exemplu, are același centru şi aceeași rază . 
ca cercul R; la fel pentru sfera S; și cercul R,, pentru sfera 
S, şi cercul. R,. 

Într- -adevăr, să presupunem, pentru a fixa ideile, că triun- 
ghiul A, B, Cı este echilateral și că punctul P este situat în - 
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bai: Meriena: băiat aplicată | succesiv  trianghiurilor 
PB,0,, PO, A, PA, By dă: 

APA? =2 (PÈ + PC) — BC, 

4PB? =2 (PO? + PA?) — 0, 4, 

4P02= 2 (PA1+ PB) — A, Bi. 


înmulţina aceste egalităţi respectiv cu —1, 1, 1 Şi lẹ 

adunăm ; obţinem 
A,B? 
— PA? + PB: + po = PAi — aA i 

Locul geometric al punctului P din spațiu care satisface 

condiția 
— PA? + PB? + PO = 0 

este dat de ecuația 


AB 
i PA =0, À 
-4 
sau 
AB 
PA, = — ? 


care arată că distanța punctului P, variabil în spațiu, la punctul 
fix Ay este constantă gi egală cu ai sau A, B, deci punctul P 


se găseşte pe sfera cu centrul Á și raza egală cu A, B, ceea, ce 
trebuia demonstrat. 
i 2. Se arată la fel ca gi în cazul unui triunghi oarecare 
A,B,0,, raţionamentul din cazul planului, piele -86 la cazul 
spaţiului. | 


i 


1.33. 0 sferă este înscrisă într-un cilindru, fiind, tangentă 
la suprafata- laterală a cilindrului de-a lungul ecuatorului E 
şi doară la bazele cilindrului în polul ei nord N şi polul ei 
sud 

1. Ce relaţie emistă între aria sferei şi aria laterală a cilin- 
drului î pui 

2. Se consideră solidul format de conurile egale avînd ca 
bază comună cercul ecuator E și vârjurile respectiv în N şi B; 
fie V, volumul acestui solid, V, volumul sferei și Va volumul 
„cilindrului. Ce relaje există "între aceste trei volumes 
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Soluţie. 1. Aria sferei (fie R raza ei) este 4rR2; cilindrul 
„are baza un cere de rază R, iar înălțimea egală cu 2R, aria 
lui laterală este- 2rR -2R = Am R2, adică aia, sferei este egală 
cu aria laterală a cilindrului. 


Această proprietate a fost descoperită de Arhimede și se povestește că era 


aşa de mindru de această descoperire încit a cerut ca pe mormîntul lui să fie ridicat 
un monument care să reprezinte o sferă înscrisă într-un cilindru. 


2. Volumul V, este egal cu dublul volumului unui con 
în care cercul de bază are raza R şi înălțimea este R, deci 


Y 


Volumul cilindrului este 
: V, = m R22R = 2rR?. 
Din valorile lui V}, Va, Va, rezultă 
V, + V, = Va, 


adică volumul dublului con plus volumul sferei este egal cu 
volumul cilindrului. 


I[.34. Într-un plan P se consideră triunghiul oarecare 
ABO, fie I centrul: cercului înscris şi fie A', B', © punctele 
de contaci ale cercului cu laturile BC, CA, AB. Se notează 
(fig. 34): “8 
AB = 6, BO — a, CA =b; E 

AB' = A0' =., B0 = BA' = m, CA’ =0B' =n. 

I. să se calculeze l, m, n în funcție de a, b, c. 

2. Se consideră piramida SA BC, avînd ca bază riunghiul 
ABO şi ca înălțime SI =h. 


Să se calculeze lungimile muchiilor SA, SB, SO ale piramidei 
în functie de l, m, n, h şi de razara cercului. înscris (fig. 35). 


Soluţie. 1. Se vede 5 E că BO = BA' 4+ A' ză sau 
m+n; 


prin permutări circulare deducem 
=n +4, c=l+mn, 
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iar prin adunare 
a+b+e=2(l+m+n), 
deci | 


Ser e EI 
2 2 2 


a—b-+e 6? 
Urte Nn = |m- 


2. În triunghiul dreptunghi SIA’ avem, după teorema lui 
Pitagora, să 
SA” = SI + IA” 


r 


sau 

l SA? = Mr. 
E Înălţimea, SI este perpendiculară pe planul triunghiului 
A BO, raza IA’ a cercului înscris este perpendiculară în A’ pe 


S 
O 


Fig. 34 Fig. 35 


tangenta BC, rezultă după teorema celor trei perpendiculare 
că SA’ este perpendiculară pe BC, adică triunghiul CA'S este 
dreptunghi în A'. După teorema lui Pitagora, 
S0? = SA? + A'O =h +P Hne, 
iar prin permutări circulare 
SAL =k HHP, 
BB: = h? +r? 4 me. 
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Muchiile BA, 9B, SC ale piramidei, în funcție. de a, b; c, h, n | 
sînt : 


SA? = EEE ini ăi 


4 
a pr, 
go = Lat pja | 


11.35. Grîul care curge de la o mașină de treerat umple 
în medie o găleată într-un minut şi 20 secunde ; ştiind că diametrele 
„bazelor iii d sînt de 26 em și 30 cm, înălțimea ei este de 30 em, 

tabla din care este făcută găleata are o 
2 E C grosime de 1 mm, densitatea tablei este 
7,8, greutatea găleţii pline este 16,5 kg, 
să se determine : 

1. Greutatea gălejii goale. 

2. Greutatea hectolitrică a grîului. 

3. Timpul în care se obține la 
beerat un vagon de grîu (fig. 36). 

Soluţie. 1. Volumul exterior V al 
găleţii este volumul unui trunchi de con 


$ , 3 2 
Fig. 36 an Er 


în care I = 30, R = 15, r = 18; se găseşte V = 18495 cm. 
Volumul interior v al găleții este volumul unui trunchi 
de con în care I = 29,9, R = 14,9, r = 12,9; se găsește 


v. = 18180 cm. 
Volumul materialului din care este făcută găleata este egal cu 


V — v = 315 cm? = 0,315 dm?. 


Mai putem observa că găleata, avind o grosime foarte mică, se mai poate 
afla volumul materialului din care este făcută, înmulțind aria ei exterioară cu gro- 
simea g = 0,1 cm a tablei. 

Suprafaţa exterioară este 


S=n(R+r) G+rh, 
în care generatoarea G = AD se calculează din triunghiul dreptunghi AED, 
| G2 = DE? + EA? = (R—r+ P. | 
Dacă facem înlocuirile, găsim pentru volumul materialului 
x [(15 + 13) (15 = 13)2 + 302 + 132]- 0,1 cm? = 0,318 dmă, 
valoare foarte apropiată de valoarea găsită mai sus. 
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i) 


| sia itaa găleţii căi: este cale cu. tdi era dintre 
volumul materialului şi densitatea 7,8, adică 


` 0,315 X.7,8 = 2,457 kg. l 
2. Voluniui găleții este egal cu 18,180 dm? = 0 „018180. mê; 


însă 1 m? = 10 hl, deci capacitatea găleții este de 0, 1818 hl griu, 


iar greutatea acestui grîu este 
16,5 — 2 „457 = 14,043 kg, 
di un hectolitru de grîu cîntăreşte 


14,043 
? pa 7 i 
0,1818 kg 


3. Se ştie că un vagon are 10 000 kg, deci dacă 14, 043 kg 


se macină în 80 sec, 1 vagon se macină în 


= - 80x 10.000 
14,043 


]I.36. 1. Se dă un pătrat ABOD şi în interiorul: său 
se duc două drepte. perpendiculare una pe alta, dintre care una 
taie laturile AB şi. CD în punctele L şi M, iar cealaltă laturile 
BO şi AD în punctele N şi P..Să se arate: 

a) că segmentele LM și NP sînt egale; b) să se găsească 
locul geometrie al punctului O comun segmentelor LM şi NP aga 
ca figura LMNP să fie: 1) un trapez, 2) un romb. 


= 56 968 s = 15 ore, 49 min, 28 s. 


2. Se dă un dreptunghi ABOD şi se cere să i „se Ciroumscrie | 
un pătrat ; ; se. va cerceta numărul soluțiilor şi în special ale. 


acelora în care vârfurile ABOD sînt pe laturile pătratului şi nu 
De prelungirea lor. Să se exprime aria pătratului în funcție de 
dimensiunile dreptunghiului ABOD. 

Soluţie. 1. Ducem dreptele LI | DO şi PF | BC. Triun- 
"ghiurile dreptunghice LIM şi PFN sînt egale, căci LI = PF, 
egale amîndouă cu latura pătratului, iar unghiurile IML şi 
FN P egale ca; avînd laturile respectiv perpendiculare. Atunci 


laturile PN şi ML, opuse unor unghiuri egale în triunghiuri $ 


egale, sînt şi ele egale. j 

1) Să presupunem că figura LMNP este un trapez şi 
anume PL|| MN. Urmează că unghiurile alterne interne PLM 
şi LMN sînt egale. Dar din patrulaterele inscriptibile OLAP 
şi ONCM vedem că ele au aceeaşi mărime cu unghiurile 
-PAO şi OON, obţinute unind punctul O cu virfurile A şi C, 
care sînt deci egale. Cum aceasta însă nu este posibil decit 
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dacă OA | OC, înseamnă că OA şi OC sînt. în prelungire şiîor- 
mează diagonala AC, care este o parte a locului geometrie 
căutat. Cealaltă diagonală BD. completează locul geometric şi 
corespunde cazului în care bazele trapezului -sînt laturile LN 
şi MP, adică LN || MP. 
2) Rombul fiind un paralelogram, o condiţie necesară 
„este să avem PL || MN şi LN || MP, ceea ce înseamnă că centrul 
paralelogramului să fie tocmai centrul pătratului. Condiţia 
este şi suficientă, căci diagonalele LM şi N Pale paralelogramului, 
fiind perpendiculare, el este romb. Mai mult, fiind şi egale, el 
este chiar un pătrat. 

~ Locul geometric se reduce aşadar la centrul pătratului 
ABOD, iar toate romburile ce am construi sînt în realitate 
niște pătrate. 

2. Fie xw’ şi yy' cele două axe de simetrie ale dreptunghiului . 
ABOD (fig. 37). Punctele A, B, C, D, care aparţin și laturilor 
pătratului cerut, fiind două cîte două simetrice față de wg’ 
Şi yy’, ne arată că şi pătratul admite dreptele La Și yy' ca 
axe de simetrie. Este însă ușor de văzut că ele nu sînt axele 
- care trec prin mijloacele laturilor pătratului (căci atunci vir- 
furile dreptunghiului ar fi distribuite numai pe două dintre 
laturile. pătratului căutat), ci acelea care conţin vîrfurile lui. 
Ele joacă în pătrat rolul diagonalelor ; încît dreptele înclinate 
la 45° faţă de za şi yy', duse prin punctele A, B, C, D, vor 
forma toate pătratele circumscrise dreptunghiului AB0D. "Sînt 
şase soluţii: pătratul EFGH, purtînd chiar pe laturile lui 
vîrfurile dreptunghiului ; ; pătratele IPGN şi EOKM, pur- 
tînd aceste vîrturi pe două dintre laturi şi pe prelungirile celor- 
lalte două ; și, în sfîrșit, pătratele IJKL, HMLN şi OFPJ, 
purtînd toate virfurile pe prelungiri. l 

Să notăm AB = 2a, BO = 2b. Din pătratele AEBI și 
BPOL deducem EB =a}\2 şi BF =b V2. 

Deci: EF = EB + BF = (a + b) V2 și EP? = 2 (a + b}. 
. Apoi : IJ=BO=BF—0OF =BF—EB=(b—a)| 2, IJ2=2 (b—a)?. 
Tot astfel: FO = EB + BO = BO +0P = BF = by2 = IP şi 
EO? = IP? = 252; 

iar: OF= BB=a V2 =ML şi OF?=MIL?= 202 (fig. 31). 

Generalizare. Să se circumscrie un pătrat unui. patrulater ABCD oarecare. 

Să presupunem problema rezolvată, EFGH fiind pătratul căutat (fig. 38). 
Dacă am roti figura cu un unghi drept fn jurul centrului O al pătratului, patrula- 


terul ar ajunge în poziția A’ B’ C’ D’, iar pătratul ar coincide cu poziția lui ini-- 
țială, punctele E’, F’, G’, H’ fiind respectiv H,E,F,G. Să observăm că avem 


146 


Pai 


t 


- astfel, pentru fiecare latură a pătratului căutat, cite două puncte cunoscute: A - 
şi B’, B şi C',C şi D’, D şi A’ şi deci problema este rezolvată. Rămine 'să găsim 
centrul O, care este la întfinirea diagonalelor EG şi FH. Aceste diagonale se con- 
struiesc.leshe,dacă observăm că ele trec prin mijloacele arcelor cercurilor construite 
pe laturile patrulaterului ca diametri. De felul cum unim două cite două aceste 


Fig. 37 ar Fig. 38 


mijloace ale arcelor de pe cele patru cercuri depinde poziţia lui O; deci intilnim 
în-general mai multe centre, deci mai multe pătrate circumscrise. Dar chiar şi 
unui singur centru se poate întimpla să-i corespundă mai multe pătrate, ca de 
exemplu în cazul particular studiat. ` 


T: 


HI. 


ALGEBRĂ ELEMENTARĂ 


HL.Î. Pie a şi b rădăcinile ecuației 
N x? + ma + 2m = 0, 

A şi B, rădăcinile ecuaţiei 

Ă —X? + 2mMX + m +3 =0, 
în care m este un parametru. i i 

Să se verifice că dacă m = 2 sau m = — 2, avem 

(a +b) AB < (4A + B) ab. 
Există şi alte valori ale parametrului m pentru care inega- 


litatea este satisfăcută ? 
Soluție. , „Relaţiile dintre rădăcini şi coeficienți dau 


e ba, ab = 2m; EER AB =— m? —3, 
iar inegalitatea devine 
—m (—m? —3) < 2m (2m) 
sau 
l _ m(m? — 4m + 3) <0. ` 
Pentru m = 2 şi m = —2, inegalitatea devine respectiv 
—2 < 0 şi —30 < 0, 


deci inegalitatea dată este satisfăcută pentru m = +42. 
Să determinăm toate valorile lui m pentru care inegalitatea 
dată este satisfăcută, adică să rezolvăm inegalitatea 
m (m2 — 4m + 3) <0. 
Acest produs este negativ cînd cei doi factori sînt de 
semne contrarii, adică 


m <0 şi m—4m+3>0, (a) 
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m > 0-și m — 4m +3 <0. ~ o (b) 


Însă trinomul m? — 4m + 3 egalat cu zero ne dă o &eciiăţie SARI 


ale cărei rădăcini sînt 1 și 3, deci 
| m? — 4m +3 > 0 pentru m < 1 sau 3<m; 
m? — 4m. +- 3 < 0 pentru 1 <m <3. 
Condiţiile (a) şi (b) devin: 
m<O şi m-<1 sau 3<m; 
0O<mşil<m<ă3._ 


„-. În primul caz, inegalităţile simultane m < 0, m < 1 se 
reduc ja m < 0, iar inegalitățile simultane m < 0 şi 3 <m 
sînt imposibile ; în cazul al doilea, inegalitățile simultane 0 < m ` 
şi 1<m<3 se reduc la dubla inegalitate 1< m < 3. În 

rezumat, inegalitatea dată ` | 


=(a+b)AB-—(4+Bab<0. 

este satisfăcută pentru toate valorile lui m cuprinse între limitele 
—o<m<0 sa 1<m<3, 

în partionlar pentru m = + 2, fiindcă 
—0<—2<O0şil<2<3. 

E = 0 pentru m =0, m = 1gim = 3, iar E > 0 pentru 
O<m<1 sau 3<m<+o. | 

III. 2. Dacă în ecuaţia de gradul al doilea în raport cu x 


æ? —2ax +b = 0 -a (3) 
se înlocuieşte w cu îi 
y—a 


se obține o ecuaţie de gradul al doilea în raport cu y. 
Să se arate că rădăcinile ecuaţiei în raport cu y sînt egale cu: 
rădăcinile ecuaţiei (1). . | 
Soluţie. Ecuația (1) devine, după înlocuire, 
(ED (00) e în 0 
(y — a)? y—a 
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sau scăpînd de numitori, 


20308 (ai E E zel f 

a?y?—-2aby + b?—?2a (ay?—by—a?y +ab)+b (y2—2ay +a?) = d, 

(b — a?) y? — 2a (b — a)y +b(b— a) = 0. (3) 

Dacă b — a2 + 0, ecuaţiile (1) și (3) au cöetieiein propor- 
tionali, deci au rădăcinile egale. 


Dacă b— a2 = 0, ecuaţia (1) are rădăcinile egale cu a, 
iar transformarea, (2) "devine 


~. 


ay — @è ; 
g = ——— sau 2z=a, 
y—a 


„adică-z nu mai depinde de y şi deci nu se mai pune problema 
transformării ecuaţiei (1) într-o ecuație (3) în y. 

Altă demonstrație este următoarea : relația de legă- 
tură între œ şi y se mai scrie | A 


æ (y — a) = aj — b sau sy — ax — ay +b = 0 
care scăzută din ecuația (1) membru: çu membru dă 
æ (2 — y) — a (x — y) = 0 sau (x — a) (x — y) = 0 
şi cum Æ a, pentru că b — a? Æ 0, rezultă 2 = y. 
Reciproca. Relaţia de legătură între z şi y se mai 
ay ale +9) +d=0, 


„care fiind simetrică în raport cu z şi y, defineşte o transformare 
numită involuţie, adică transformarea omograjică de la y la x 
_este identică cu transformarea de la z la y, 


scrie 


ay — b A az — b 
g = — şi y = — 
y—a t—a 


Se pune problema : care este condiția ca ecuația 
m? — 242 + B=0 (4) 
să se transforme, prin involuţia (2), într-o ecuaţie în y, ale cărei 


rădăcini să fie egale cu rădăcinile ecuaţiei (4)? 
Dacă în ecuţia (4) facem înlocuirea (2), obținem 


y? (a2 — 2Aa + B) — 2y [ab — A (b + a?) + Ba] + 
+ (b? — 2Aab + Ba?) = 0. (5) 


150: 


Rădăcinile ecuației (5). sînt egale cu cele ale ecuației (4) 
cînd coeficienții lor sînt respectiv proporționali, adică 
a? — Aa + B — ab — A (b + œ) + Ba _ b2 — 2Aab + Bat , 


Sistemul este verificat dacă A = a, B = b, ceea ce era 
de prevăzut din problema directă; să presupunem Aa. 
vulțim primul raport, la numărător și la numitor, cu a, 
apoi scriem că primele două rapoarte sînt egale cu diferența 
numărătorilor supra diferența numitorilor şi obținem raportul 


Cia ce a A, adică a? — b. 


Scriind că fiecare din cele trei rapoarte este egal cu a — b, 
obținem relațiile : 
—2Aa + B +b=0, 
—24Aab + Bb + b = 0, 
—2Aea? + Ba + ab = 0, 
care se reduc, toate trei, la relația 
B +b =24a. 
Rezultatul obținut poate fi enunțat în felul următor : 


prin involuția (2), ecuația (4) se transformă în ecuația (5) cu 
rădăcinile egale cu cele ale ecuației inițiale (4), în două cazuri : 


A =a şi B =b; (1) 
oan = Bih: | (I1). 
În cazul (1), ecuaţia (4) are forma 
= a — 2a +b =), 
iar în cazul (UI), forma, l 
æ? — 2x + 2ra — b = 0, 


„unde à este un parametru variabil. 

Propunem să se studieze problema analogă, luînd în locul 
ecuației (4) de gradul al doilea, o ecuație de gradul al treilea 
sau de gradul n. . 
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III. 3. Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 


g? — 20 (3p + 1) + 1 (2p +3) =0 


pentru diferitele valori ale parametrului p. 
Soluție. Discriminantul ecuației este 


D = (3p +1) — 7 (2p + 3) = 9p? — 8p — 20, 


4 


iar D=0 pentru p = — P Şi p = 2. Urmează că rădăcinile %, 

și e, sînt: Ea 
reale și diferite, dacă D > 0, adică p<— = sau p>2; 
reale și egale; dacă D= 0, adică p=— =- sau p=2; 
imaginare, dacă D< 0, adică — D< p<2. 


Pe de altă parte, produsul rădăcinilor 7(2p + 3) este 
pozitiv pentru p > — 2 şi negativ pentru p <— pa iar semi- 


suma rădăcinilor (3p + 1) este "pozitivă pentru p > — = şi ne- 
gativă pentru p<— 5 


Putem forma următoarea tabelă : 


p | D | LEA 2 ta “rădăcinile ` 
| ~N f 3 
=œ + — — reale, negativă şi pozitivă 
3 
= eg + 0 — reale, negativă şi nulă 
+ + — reale, diferite şi negative 
a 0 l i l 7 
oii ard — rea i egale cu — — 
9 T l e Și eg 3 
— + + imaginare S i 
2 „0 + + reale şi egale cu 7 
T + =- .j reale, diferite şi pozitive 


Observație. Dacă notăm parametrul p cu litera y, ecuația dată se 


scrie 
zi — 6zy — 2x + 14y + 21 =0 
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+. Ei i 
i ` 

; ot 4 
1 $ > 4 


Și reprezintă, în sa adi cu două axe rectangulare Oz, ii o caile) e cu cărti în 


Dunst de coordonate sia > 2. Direcţiile asimptotice sint date de TA 


22 —6zy=0 sau 0: m2—6m4+1=0, ale cărei rădăcini sint m, = — și m, = œ 


deci conica este o hiperbolă, ale cărei aşimptote au ecuaţiile 


taia și y Îi 
3 


= 


Hiperbola are tangenta orizontală în punctul A (- < ; al care este punctut 


de maxim al ramurii 4’ A”, şi în punctul B (7,2), care este punctul de minim ał 


ramurii B’ B”; arcul AA” taie axa Oy în punctul C (o — A i 


Din forma curbei se deduce intuitiv întreaga discuţie ; într-adevăr, fie AT, 
BT, CT, paralele la Oz duse prin A, B, C. O paralelă PQ la Oz, situată sub CT} 
taie” arcul A'A în P şi arcul AA” în Q, ceea ce revine a spune că pentru 


y<— 2, corespund petit z două rădăcini reale, abscisele punctelor P şi Q, 


prima negativă, cealaltă pozitivă. 


Dacă dreapta PQ coincide cu CT}, adică y =— Z, punctul Q coincide cu 


C, adică o rădăcină, abscisa lui Q. este nulă, iar cealaltă, abscisa lui P, este ne- 
gativă. 


` Dacă dreapta PQ este cuprinsă între TC, şi AT, adică — = <y<— 19 , 


9 
ea taie arcul A'A în P şi arcul AC în Q, ale căror dbiil sînt reale diferite 
și - negative. 


Dacă dreapta PQ coincide cu A Ti» adică y =— = punctele P și Q coincid - 
cu A şi abscisele lor sînt egale cu — = A 


Dacă dreapta PQ este cuprinsă între dreptele AT, şi B7,, ea nu taie hiper- 
bola în nici un punct, adică pentru — = <y< 2, ecuaţia are rădăcinile 


imaginare. 


Dacă dreapta PQ coincide cu tangenta B7,, adică y = 2, punctele ei de in- 
tersecţie P și Q cu ramura B’ BB?” coincid cu B, şi abscisele lor sînt egale cu 7. 
__ În fine, dacă dreapta PQ este situată deasupra tangentei BT, adică y > 2, 
ca taie arcul B'B în P și arcul BB” în Q, ale căror abscise sînt reale, diferite şi 

pozitive. 
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III.4. Se dă ecuația de gradul al doilea — 
a? + 2 (3y — 2) + y? — 4y + 20 = 0 
şi se cere: ` 

1. Dacă æ este necunoscut, iar y un parametru, să se deter- 
mâne valorile parametrului y pentru care rădăcinile. sînt reale. 

2. Dacă y- este necunoscut, iar æ un parametru, să.se deter- 
mine valorile parametrului e pentru care rădăcinile sînt reale. 

Soluție. 1. Discriminantul ecuației este 

D = 4 (3y — 2)? — 4 (y? — 4y + 20) = 32 (y? — y —2), 
iar D = 0 pentru y =— 1 sau y = 2. Urmează că rădăcinile m 
Şi & sînt: 

reale şi diferite, dacă D > 0, adică y < — 1 sau y > 2; 

reale şi egale, dacă D = 0, adică y = — 1 sau y = 2; 

imaginare, dacă D < 0, adică —1 <y <2. 

Pe de altă parte, trinomul y? — 4y + 20 avînd rădăcinile 
imaginare, este pozitiv, pentru toate valorile lui y, deci produsul 
8, Va = Y? — 4y + 20 fiind pozitiv, rădăcinile a, şi za au tot- 
deauna acelaşi semn. Suma rădăcinilor 2, + za = 2 (2 — 3y) 
este pozitivă pentru y < — 1 și sabia pentru 7 > 2, deci 
rădăcinile a, și a sînt: 
reale, diferite și pozitive pentru y < — 1; 
reale, egale şi pozitive pentru y = — 1; t = V = + 5; 
reale, egale şi negative pentru y = + 2; di ala > 4; 
reale, diferite și negative pentru y > 2. - 

2. Dacă y este necunoscuta, iar x parametru, ecuația se scrie 

y2? + 2 (3x — 2) y + æ — 4x + 20 = 0 


şi se deduce din ecuația dată schimbînd între ele literele x și y 
deci discuția este aceeaşi ca în primul caz. 


Observa ție. Ecuația dată fiind simetrică în raport cu giy, reprezintă 
o curbă simetrică în raport cu prima bisectoare a axelor de coordonate Oz, Oy 


- (fig. 39). 


Dacă facem descompunerea în pătrate, ecuaţia se mai scrie 


şi ea reprezintă o hiperbolă, cu centrul în punctul de coordonate (1/2, 1/2) şi ale 
cărei asimptote au ecuaţiile 


„prd 


2 


- 


“u-t (8-2V® [2-1]. 


Hiperbola are tangentele orizontale în punctele A (5, —1) şi B(—4, 2) şi 
tangentele verticale în punctele C (2, —4) şi D (—1, 5). Din forma curbei se de- 
duce intuitiv întreaga discuție; astfel, se vede că o dreaptă paralelă cu Oz, şi de 
ordonată mai mică decit — 1, taie curba în două puncte P şi. Q, ale căror abscise - 


Fig. 39 


sint pozitive, ceea ce revine a spupe că pentru y < — 1, ecuaţia dată are două ră- 
dăcini reale diferite şi pozitive. 


HI.5. Care este ora exactă, între orele 10 şi 11, cînd cele 
două ace ale unui ceasornic au direcțiile perpendiculare? 
Problema admite două soluţii şi se cere să se calculeze ambele 
soluții. ` 
Soluție. Fix la zero (sau la ora 12), minutarul şi orarul 
coincid (fac un unghi de zero grade). Într-o oră (60 minute), 


minutarul descrie întreg cercul, adică un unghi de 360°, deci 


în i minute (de timp), minutarul descrie un unghi de a 


grade. Tot într-o oră (60 minute), orarul descrie un unghi - 
de 30°, deci în t minute (de timp), el va descrie un unghi de 


1x30. orade. În momentul inițial, adică la ora zero fix, unghiul 


format de minutar şi orar era egal cu zero grade, iar după t 
tx360  tx30 


60 
grade, adică = grade. Prin ipoteză, minutarul şi orarul au 


minute de timp, unghiul lor este egal cu diferenţa 


direcţiile perpendiculare, deci unghiul lor este egal cu 90° sau 
cu. 270°, de unde rezultă E 
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` adică 


180 540 3 
iz sau ae o 
1 11 


7 


Făcind împărțirile Şi ţinînd seama că t este exprimat 
în minute de timp, găsim 


= 16 minute, 21 secunde și — dintr-o secundă; 


[d 


t = 49 minute, 5 secunde și — — dintr-o secundă. 


- Între orele 0 şi 1, cele două ace ale ceăsornicului au direc- 
tiile perpendiculare la : 


E aa i 
0 ore, 16 minute, 21 secunde şi Ta dintr-o secundă 


şi | 
` © ore, 49 minute, 5 secunde și dintr-o secundă. 


Printr-un raţionament analog se găsește ora exactă, între 
orele 10 şi 11, cînd cele două ace sînt perpendiculare. La ora 
10 fix, minutarul şi orarul fac un unghi de 60°; în t minute, 


acest unghi a crescut cu = grade. Pentru ca cele două 
ace să aibă direcţiile perpendiculare, trebuie ca stie la creştere 
să fie egală cu 30° sau 210°, deci avem soluţiile E 30 sau 


zr, = 210, de unde 


60: : : Ă 
t = PTH 5 minute, 27 secunde şi > dintr-o secundă 
şi 

42 


= = = 38 inut, 10 secunde şi a dintr-o secundă. 


Între orele 10 și 11, cele două ace ale ceașornicului au 
direcţiile perpendiculare la : i 


10 ore, 5 minute, 27 secunde şi = dintr-o secundă 


şi | a 
10 ore, 38 minute, 10 secunde şi = dintr-o secundă. 
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III. 6. n fiind un număr întreg, să se arate că expresia 
E = n(n? — 1) (n? — 2) (n? — 4) 


_ 3e divide cu 840. | 
Soluţie. Numărul 840 descompus în factori primi se scrie 
840 = 23x3x5xX7. Ca să dovedim că expresia E se divide 
<u 840, va trebui să dovedim că E se divide cu fiecare din 
factorii 23, 3, 5, 7. 
| Se observă 'că E se poate scrie 


= (n — 2) (n — Dn +1) (n + 2) (n? — 2). 


Primii cinci factori sînt numere întregi consecutive ; printre 
ele există deci cu siguranță un multiplu de 3, un multiplu de 
4 şi un multiplu de 5. Expresia E se divide "deci cu 3, cu 4, 
cu 5, deci şi cu 3x4x5 = 60. 

Să dovedim acum că expresia se divide şi prin 8 şi prin 7. 

Am spus că printre numerele n — 2, n — 1, n, n + 1, 
n + 2, există cu siguranță un multiplu de 4, adică un număr 
par divizibil! cu 4. Dar, printre aceste cinci numere mài există 

au siguranţă un al doilea număr par. De exemplu, dacă 
n—2 = 44, atunci n = o 42; dacă n—l=o ft, n+l = e423; 
dacă n = eht, n+2 = e42; dacă, n+i = eht, n+l = h2: 
în fine dacă n+2 = e44, n = e42. Este stabilit; deci, că între 
cele cinci numere consecutive de mai sus există cu siguranță 
un multiplu de 4 şi un multiplu de 2. 

Produsul celor cinci numere consecutive se divide deci 
prin 4x2 = 28, deci expresia E se divide prin 8. l 

Rămine să se demonstreze că E se divide şi prin 7. Se observă 

_<ă orice număr întreg poate avea față de 7 una din formele : 

ehl; AI +; 4142; AT +3; o fl +4 = fl +1—3 = 
= fl —3; Al + 5 ef! + 7—2 = o41—2; 41 +6 = 
= eT + 1 — 1 = eT — 1, sau dacă scriem concentrat : 


el; 41 t1; : 041 +2; cA1£3. 


Dacă n = e41, atunci expresia se divide prin 7 căci con- 
ţine în factor pe n. p 
Dacă n = At. +1, atunci avem-evident n? = e 4? +1, | 
— 1 = e41, deci şi în acest caz expresia se divide prin 7 
căci conţine în factor pe n? — 1. | 
_Dacăn = o4I + 2, atunci avem. n? = fă + 22 = kit . 
+ 4, n? — 4 = e*l, expresia de asemenea 'se divide prin 7 
căci goning, factorul n? — 4. 
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Dacăn = e41 + 3, atunci avem n? = e 47 + 32 = ef al 
+ 9 = e 4142, n—2 = e fl, deci ŞI: în cazul acesta expresia 
se divide prin 7. 

n rezumat, oricare ar fi n întreg, expresia E se divide prin 
23, 3, 5, 7, deci se divide şi prin 25x3x5x7 = 840. 


II.7. Să se arate că expresiile 
E, = (2n + 1) — 2n — 1, E, = m — n, 


se. divid respectiv prin 240 și 504, dacă n este un număr întreg: 
Soluţie. 1. Expresia E, se poate scrie succesiv 


E, = (2n + 1) [(2n + 1} — 1), 
E, = (2n + 1) [(2n + 1)? — 1] [(2n + 1) + 1], 

= (2n + 1) (2n + 1 + 1) (2n + 1 — 1) (4n? + 4n + 2), 
E, = 25% (n + 1) (2n + 1) (2n? zy 2n + 1). 


Observăm acum că 240 = 24:3:5. Va trebui să dovedim 
că expresia E, se divide cu fiecare din factorii 24, 3, 5. 

Numerele n şi n + 1 sînt consecutive, deci unul din ele 
este cu siguranță divizibil cu 2; de altă parte E, conţine în 
factor pe 23, deci expresia E; se divide prin "33x2 = 2, 
Să arătăm acum că se divide prin 3.- Orice număr întreg n 
poate avea față de 3 una din formele n = e43, n = eh +1, - 
n = eh3—l1. Dacă n = e43, expresia E, se divide prin 3 căci 
conține în factor pe n. Dacă n = e43—1, atunci n + 1 = e43, 
deci şi în acest caz E, se divide prin 3 căci conține factorul 
n+1. Dacă n = e43+1, atunci 2n + 1 = o f3+2+1l = e 43, 
deci şi în acest caz E, se divide prin 3 căci conţine factorul . 
2n + 1. 

Aşa dar oricare ar fi n, expresia E, se divide prin 24 și | 
3. Să arătăm că se divide şi prin 5 oricare ar fi n. Orice număr 
întreg n poate avea faţă de 5 una din formele: n = e45, n = 


= e45 + 1, n = eA5—1, n = eh + 2, n = eh —2. "Dacă, i 


n = ehð, E, se divide cu 5 din cauza factorului n. Dacă 
n = o 45+1, atunci n? = o 45+1, 2n? + 2n + 1 = 45 +2 + 
+2 + 1 = e 45, deci expresia E, „conținînd factorul 2n? + 2n + 
+ 1, se divide prin 5. Dacă n = e45—1, atunci n+l = e45, 
deci Æ, se divide prin 5, din cauza factorului n + 1. Dacă 
n = e 45 + 2, atunci 2n + 1 = e45 + 4 +1 = e45, deci E, 
se divide prin 5, din cauza factorului 2n + 1. Dacă n = e45—2; 

atunci n? = 454, 2n? + 2n +1 = ef + 8 4 +1 = 045, 

expresia E, de asemenea, se divide prin 5 din cauza factorului 
2n? + 2n +1. 3 
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în Teama, oricare. ai a iuriiicul iitreg n nj expresia A AN i i d 


“se divide Pg 24, 3, 5, deci si prin 240. 


"i 


o bs serva ție. Divizibilitatea aa E, prin 5 şi prin 3 se poate arăta 
şi în alt mod mai simplu. Dacă numărul 2n + 1 este divizibil-cu 5, atunci evident 
că E, se divide prin 5. Dacă 2n + 1 este prim cu'5 atunci, după teorema lui Fermat, 
expresia (2n 41) — 1 se divide prin 5, deci și expresia E, se divide prin 5. 

De asemenea dacă 2n + 1 se divide prin 3, evident că şi E, se divide prin 3; 
dacă 2n + 1 este prim cu 3, atunci expresia (2n + 1)? — 1 se divide prin 3, conform 
teoremei lui Fermat, deci și E, se divide prin 3. 


2. Expresia E, se scrie succesiv 
E, = n? (n? — 1), E, = n3 (n? — 1) (nt + n? + 1), 
E, = n3 (n — 1) (n + 1) (n2 +n + 1) (n? —n +1). 
Numărul 504 se scrie 504 = 28 x 3? x 7. Va trebui să 
dovedim că E, se divide cu fiecare din factorii : 23, 32, 7. 
Orice număr întreg n are față de 2 una din formele 


Nn = eh2, n = e MA + 1. 


Dacă n = e42, E, conținînd în factor pe n? se divide | 


, prin 23. 


Dacă n=e 42 +1, atunci n + 1 = e42 +2 = h23 
n — 1 = e42, deci numerele n — 1, n +1 sînt două numere 
pare consecutive, unul din ele este deci cu singuranțtă multiplu 
do 4, produsul lor este deci multiplu de 2x4 = 23, Rezultă că 
E se divide şi în acest caz prin 23.. 

Numărul întreg n poate avea tată de 3 una din formele 
Nn = eh3, n = A3 + 1, n = e43 — 1 

Dacă n = e 43; E, se divide prin 33 din cauza factorului 
n3. Dacă n = e43 +1, atunci n—1 = e 43, n? = o 43+1, n2+ 
+n -+ili= M3 LII = 248, deci şi în acest caz E, se 
divide prin 3? din cauza factorilor n — 1, n2? +n +1. Dacă, 
n = e 43—1, atunci n+l = gh, n? = A3 +1, n2?—n +1 = 
=h +141 -+1 = e3, É 2 se divide prin 32 din cauza 
factorilor n +1, n2? —n +1 

Faţă de 7 numărul întreg n poate avea una din formele - 
n = ehl, n = ehT +1, n = eÉA1T +2, n = eh1 43, n = eh1—1, 
n = ehl — 2, n = AT — 3. Dacă n are una din formele: 
o41, eht + 1, e41 —1, atunci factorii n, n—1, n + 1, respectiv, 
fiind multipli de 7, expresia E, se devide prin 7. Dacă 
n = e 41+ 2, atunci n? = 41 +4, a au +1 = MT + 4+ 
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+2 +1 = ef, deci E, se divide prin 7, avînd pe n? +n +1 
în factor. Dacă n = e41—2, atunci n? = e41 + 4, n? —n + 
1 = 041 +442 +1 = Al, deci E, se divide prin 7 din` 
Son factorului n? —n +1. Dacă n = e41 +3, atunci 

= c41 + 9, manpis tist Lek. deci 
T se divide prin 7 din cauza factorului n? — n + 1. Dacă 
Nn = eht — 3 atunci n? = of +9, n2 +n+1 = ef + 9— 
—3 + 1 = e1, deci şi în acest caz E, se divide prin 7. 

n concluzie, oricare ar fi numărul întreg | n, expresia 
„Ba se divide prin 23, 32, 7 deci prin 504. 


Observaţie. Pentru a scurta demonstraţia divizibilităţii cu 7, se-putea 
folosi şi aici teorema lui Fermat. În adevăr, dacă n este prim cu 7, expresia nê — 1 
se divide prin 7, după teorema amintită. Dacă n este multiplu de 7, evident că Ea 
se divide prin 7. 


I.8. Să se discute rădăcinile ecuaţiei 
(m + 1)? — 2ma + (m — 3).=0 


peniru valorile lui m. 
În particular să se găsească valoarea rădăcinilor pentru ~ 
m = 00, 
Soluţie. Valorile importante ale lui m sînt valorile care 
anulează disecriminantul ecuaţiei și coeficienţii ei ; avem 


p, = NEVIS pa Vama, 
E m+i s m+1 


Rădăcinile sînt reale pentru valorile lui m mai mari ca —3 - 


1. Pentru m = —oo, lima, = lima = 1. 
2. Pentru m = — = , o rădăcină dublă egală cu 3. 


'3. Cînd coeficientul lui œ? se anulează, o rădăcină devine 
infinită; într-adevăr, pentru m = — 1, Da = — œ, ® =Q. 

4. Cînd coeficientul lui & se anulează, rădăcinile sint opuse : 
pentru m = 0,4, = V3, va =— V3. 

5. Cînd termenul liber se anulează, o rădăcină deviné nulă ; 


3 
pentru. m = 3, ta = 0, a =: 


6. Pentru m = + co ea şi pentru m = -—oo, 
lima, = lim = 1. 
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Tabel rezumativ : 


RI E 3 POPA - 
Pentru 3 valori ale lui m :—oo, — a +00, rădăcinile ecua- 


ţiei propuse iau valori egale. 

Mai rămîne de discùtat semnul rădăcinilor cînd m este 
cuprins în intervalele determinate de valorile de mai sus. 
Discuțis se face cu ajutorul expresiilor sumei şi produsului ` 
rădăcinilor. 


2m . m—3, 
m+1) m+ 1 


a) —00 < m < — =: rădăcinile ecuației sînt imaginare 
conjugate, suma şi produsul lor sînt; reale şi pozitive. 
b) — Ž< m<—1; P> 0, S> 0; ambele rădăcini po- 


zitive. 

c)—1<m<0; P<0, 8 <0; rădăcini de semn con- - 
trar; cea mai mare este negativă. 

d) 0 <m <3; P <0, 8> 0; rădăcini de semn contrar; 
cea mai mare este pozitivă. 

e) 3<m<+oo; P>0,S>0; ambele rădăcini pozi: 
tive. . 


III.9. Se presupune că în ecuaţia æ? + 2px + q = 0, coefi- 
cienții sînt legați prin relaţia p + 4 = 1. Între ce limite variază 
p. şi q, pentru ca rădăcinile ecuației să fie reale? Să se dea 
şi o reprezentare geometrică, presupunând că p şi q sînt coordo- 
natele unui punct variabil din plan. 

Soluție. Condiţia ca rădăcinile ecuaţiei să fie reale este 
p? — q 2 0. Din relația de condiție p + q = 1, deducem 
-q.=1 — p, deci p verifică inecuația 


p? +p -—-1>0, 


11 — Culegere de probleme 
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aia unde deducem condițiile 2 


poală 5, 


p <— RA 
2 

| - ‘Tolocuind în fiecare din ele p=1—q, deducem. condi- 

| i corespunzătoare pentru g | 


ga 315 3 i. 
Dea 1> t 2 | | 


Aşadar rădăcinile ecuaţiei date sînt reale cînd 


5 l 3 
p > > 14+ ȘI ae, 
“sau cînd pi 
<—-1ł_ lB i >24 
P S-30 N 27T 


Interpretarea geometrică este următoarea : 

7 Pentru ca rădăcinile. ecuației date să fie reale, trebuie ca 
punctul M(p, q) să se găsească în regiunea pozitivă a parabolei 
æ? —y = 0 şi în acelaşi timp pe dreapta v +y = 1. 

Parabola œ? — y = 0 este tangentă în origine la Oz şi 
cu ramurile spre y pozitiv. Dreapta œ + y = 1 este paralelă 
cu bisectoarea a doua a axelor. Regiunea pozitivă a parabolei — 
se vede imediat — 6ste cea exterioară parabolei. Cele două 
„linii se taie în punctele 


A Da aye 1 VE 3 VE 
TE aa) aia a) 


aa 2 a a 


Pentru ca rădăcinile să fie reale, trebuie ca punctul .» 
Mi(pq) să se afle pe dreapta AB, în afara parabolei. Cînd M . 
vine în A sau B, rădăcinile sînt egale. i 


III.10. Se consideră polinoamele 


via 2-i o 


Y (2) = (x— 2} — 3 (@— 2) + 


n |e 


IT 62 


Ay ii 


o să. së čate că: aaoă. mpi d? ` sînt t räätoinilė couajiei A 

; Y (æ) = = 0,. avem relația y (w) +y (2") = 
„1.2, Bă se arate că nolênd cu m un număr pe APS pozitiv sau 
E negativ, avem relațiile 


seto -rge 


E 3. Să se reprezinte grafic, î în raport cu două ase rectangulare E Sag 


Ox, Oy, funcţiile y(x) şi Y (2) de mai sus, cînd x variază între 


2 şi 5. 
4. Să se demonstreze că ecuația 
3 | 3 
æ — 2 — teză rla — 2} — 3 (x — 2) +E- = 0,- 


iwi care k este un număr oarecare, are rădăcinile reale. 
. Kă se arate că una din aceste rădăcini este ic gre între. 


rădăcinile x’ şi æ” ale ecuației (a — 2) — 3(2 — 2) +2 = 0. 
Soluţie. 1. Avem i | | 
pla) = (0— 2} 3(0—2)+ 2 
deci 


y? (a) = Fo) +E. f B 


`~ 


ee 


Păcînă în această OTEN succesiv 2 = 2, V = %' "avem 


pe) = Y (2) + ră y? (2) = Y (2) + Š, 


Dar Y(s')=Y(2”)=0, deci y? E 


De aici rezultă d 


Ly (2) — y (091 [y (2) + y(0)].= 0. (9 
Observăm că v =Æ æ”, căci trinomul Y(v) nu este pătrat. 


a- 


"perfect. Urmează că y (w') = y (2), deoarece polinomul de gradul -` 
g întti, y (2) nu. poate lua valori egale pentru două valori distinote 


„100, 


%, æ" ale lui z. Deci, pentru ca identitatea (4) să existe, 
trebuie ca 


y (æ) +y (a) =0. l 5) 
7 7 7 | 
(arm z+m- am 
7 7 7 
(ama m a (6) 


(+ m) ryan] Zig 0 


Din identitatea (3) deducem 


rper grg- 
ps) sofia] fe) ae] 


şi avînd în vedere identitatea (6), reiese 


r(ż+m) -x (Z-n) SER 


3. Ecuația © 
=gs—2—? sau Doria 
y = a Y= > 
reprezintă o dreaptă paralelă cu prima bisectoare a axelor de 
coordonate. Ea taie dreptele œ = 2, æ = 5 în punctele 


3 3 
4 (2-a) za =]: 


Ecuația Y= (x — 2)? —3 (x — 2) + 2 2 sau Y=a2-—7a +2 — 


reprezintă o parabolă avînd nar tata îndreptată către A l 
pozitiv. Vîrful parabolei este re, — 5). Ea taie axa Oz în 


punctele O (x, 0), C’ (2, 0), taie dreptele v = 2, œ = 5 în 
punctele A’ (2, >) B (s, a şi taie dreapta AB în punctele 


TPE 
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4. Ecuația | | | 
2-23 hop 30-20, (7) 


"pe baza identităţii (3) se scrie 
3k 
y (2) + t lyra =0, sau pla) +y (2) — ŽE = 0. 


De aici deducem 
1 Vi 3 3k 
y (2) sapte 


7 i ————— 
rădăcinile ecuaţiei (7) sint deci a, = + VIS 


Se vede că oricare ar fi numărul k real, aceste rădăcini 
sint reale. | 
Să arătăm acum că una din rădăcinile ecuaţiei (7) este 
cuprinsă între rădăcinile v’, 2” ale ecuaţiei Y(2) = 0. Însemnăm 
cu f(x) prima parte a ecuaţiei (7). Avem f(2) = y (x) + kY(2). 
Deducem de aici relaţiile 
f (2)=y (2')+kY (x')=y(2'), f(2")= y(x") +bF (2")=y (0); 
f(x) xf (x) =y (@') xy (a). 
Ținind seama că y(2')+y(2') = 0, deducem f(z')xf(2”) = 


=— 4? (e ) < 0, deci ecuația 12) = 0 are o rădăcină cuprinsă 
între v’ şi æ” 


111.11. Se dau două numere pozitive a < b şi se înseamnă 


> dia Ed, G = Vad, HI = 2ab 
2 a+b 


Să se stabilească tnegalitățile 
A>G&>H; A—G>G-—H; 


aa<“; 4-a. 


Soluţie. Calculăm diferențele 


| 2 a = 2 4 
G — H = |m — 2ab - _ (a+ b—2Vap) Vad _ (Vb — a)? Vad | 
a 


E E aitorenije. siit DIRNE. adică BETE amaie ă 

A = G>. &—H>O0, deci A> G> H. 

"De fapt, “ana, din aceste două inegalităţi este o consecinţă 
a celeilalte ; într-adevăr, avem AH = GQ? și deci = = —. Din 
A>G deducem A i> 1, deci Ei >1 sau G > H şi invers, din 


G>H TER deci 2> 1 sau A>G. _ 
Condiţia iens şi suficientă pentru egalitățile A = à =P 


“este a = b. 


Fiind date două numere pozitive a, b, A se numeşte media 
. aritmetică, G se numeşte media geometrică, iar H media armonică 
a numerelor a, b. Ineaglităţile 


A>G>H 


arată că media aritmetică a două numere este mai mare ca 
media lor geometrică, care la rîndul ei este mai mare ca media. 
lor armonică, egalitatea avînd loc numai în cazul a = b 

"O altă demonstraţie este următoarea : din expresiile celor 
trei: medii deducem 

a+b=—24, ab =G2 

și 
o 1,1 2 1 1 
n eara A Pra i 
"deci a și b sînt rădăcinile ecuației 


aa e BE î A E 
iar — și = sînt rădăcinile ecuației 
î 
i E 2y 1 =90 
i K? 2 — — —_ ——— Lă 
Y H dă G? 
Însă numerele a, b, A şi =, sînt numere reale, deci dis- 
a 
:eriminanții celor două ecuații sînt pozitivi sau nuli, adică 
B . e. i: / - n d ` 
; 1 1 
-@>0 şi —-—— o0 
te > J Ș Ptr ad 


(G= Deu, 0. 


Mur» şi me 
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-Oum 4; G, H sînt numere , pozitive, deducem 
e e >0 Araia, G — H > 0 


„sau în fine a G z 

; — A20 H, 
egalitatea avind loc ena discriminanții sînt nuli, adică rădăci- - . 
- nile egale, a = b şi — 7 , adică a = b. Urmează că dacă - 


numerele pozitive a şi b sînt diferite, avem 
A>G>H. 
Pornim acum de la numerele pozitive A şi H; după propo-. 


ziția demonstrată mai sus, avem, între cele trei medii, inegali- S 


tățile 
AFA > VIH >- 2AH 
A+H 
Dar VAH = Vab =G, deci 
A+H q> 24E 
2 5 A+ H 


şi dacă reținem numai prima inegalitate, 
i A+H>2G sau A -—G>G-—H. 


Pentru a determina o limită superioară a ETE A-G, 
pornim de la egalitatea 


(4 — (4 +0) = 42 — 2 = 0 — pp n A, 


A-Q CT 07A 
4 | 4(4A + G) 8a 


pentru că | 
44 +G) > 46 +G) = 8G = 8 Va > 8 Va xX a = 8a. 


i Să determinăm o limită superioară a diferenței A — H ; 
E Sep 

i 2ab _ b-a b-a, 
2 a + b 2 (a + b) _4a 


pentru că numitorul 2(a + b) > 2(a `+ a) = 4a. 
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De fapt, ultima inegalitate este o consecință a inegalităţi 
precedente : într-adevăr, 


A—H=(4—0)+(6-—aB). 
Dar am arătat că G—H < A — Q, deci 
A—H<2(4 aa ia a 
8a 4a 


O aplicaţie importantă a acestor inegalităţi se întilnește 


în problema determinării greutăţii unui corp prin metoda 


dublei cîntăriri. 

Dacă se înseamnă cu æ greutatea necunoscută a corpului, 
prin 1 şi ! lungimile braţelor, prin a și b greutăţile obţinute: 
în cele două cîntăriri, se obțin ecuaţiile 


la = l'a şi Vb = læ. 


Prin. înmulțirea ecuaţiilor membru cu membru se găseşte 


x2 = ab, deci x = Yab, 


adică greutatea necunoscută w este egală cu media geometrică 
a greutăților obţinute a şi b. 


Dacă, pentru sa calculelor, se ia ca valoare a lui a | 


media aritmetică 2 sts în locul mediei geometrice | ab, se comite 


o eroare prin adaos, pentru că A > G, iar eroarea comisă, este 
„egală cu A — G, care este mai mică "decit 


6- at, 
8a 
Această limită superioară a eroarei comise este cu atît 


mai mică cu cît greutățile a şi b sînt mai mari și cu cit dife- 
rența lor este mai mică. 


De exemplu, dacă a = 3,145 g, b = 3,151 g, media arit- 


metică £ t iar eroarea este mai mică decât 
(b — af _ (0,006) Pisi 36 g, 
8a 8 x 3,145 25,160 


adică aproximativ o miime dintr-un miligram. 
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„10.12. Printr-un raționament sumar şi cu datele numerice 
culese din observaţii proprii, să se calculeze : 
1. Greutatea aerului dintr-o sală de clasă (Yacer =0,001293g/cm3). 
2. Aria oraşului Bucureşti. ` 


Soluţie. -1. Sala de clasă este, după apreciere, lungă de 
18 m, lată de 10 m și înaltă de 5m; volumul este deci aproxi- 
mativ egal cu 18 x 10 x 5m3 = 900 m?. Densitatea aerului 
«este egală cu 0,001 293, adică 1 cm? de aer cîntăreşte 0,001 293 g, 
urmează că 1 dm? = 1 000 cm? cîntăreşte 1,293 g, iar 1 m? = 
= 1 000 dm? cîntăreşte 1,293 kg. 

= Greutatea aerului din clasă este deci, abstracție făcînd de 
spațiul ocupat de bănci și elevi, egal cu (900 m?) x(1, 293 kg/m?) 
= 1 163,7 kg sau aproximativ 1 tonă. 

2. Centrul orașului Bucureşti este Piața „Anul 1848”, iar, 
in centru pînă la aeroportul Băneasa este o distanță, de apro- 
zimativ 8 km. Dacă presupunem, cu aproximaţie, că orașul 
Bucureşti are forma circulară, aria lui este egală cu aria unui 
cere cu raza de 8km, adică 3,14 x 82 = 200,96 km? sau 
aproximativ 200 km?. a 

III.13. Valoarea accelerației gravitaționale. g este, la supra- 
jata unei planete, direct proporţională cu masa planetei şi invers 
proporțională cu pătratul razei. ei. 

La suprafaja Pămîntului, g = 980 cm/s?; masa Lunei este 


3 
egală ou 2 — z din masa Pământului, iar raza Lumei, egală cu pr: din 


raza Pământului. 
Să se calculeze valoarea lui g la suprafaţa Lunei. 


Soluţie. Fie M masa.și R raza Pămîntului, iar m gi r 
masa şi raza Lunei. După legea atracției universale a lui 
Newton avem 


unde k este o constantă udiversală. Dacă însemnăm cu g’ 
valoarea lui g la suprafaţa Lunei, avem 


g = XM 
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însă m =% , r =E, deci pOT i 
80 ` 11 : 
pM Pi 
, 80 720 
a = ? 
= R? 
11 
, 12 980 E 
g' = — = 121 x — = 165 cm/s? 
720 720 


IH.14. În câţi ani se triplează un capital depus cu dobîndă 
simplă de 6 % pe an? Dar dacă dobinda de 6 % pe an este- 
compusă ? | z 

Soluție. Capitalul C, depus cu procentul P, timp de T 
'ani, produce dobînda simplă D și aceste patru mărimi sînt 
legate prin relaţia | 


Cx IxP 
100 


D = 


Prin ipoteză, capitalul se triplează, prin urmare capitalul 
inițial C plus dobinda D fac împreună capitalul final, egal cu 
30, adică C + D = 30, deci D = 20. Înlocuind P cu 6, din 
formulă deducem , 

joa i 0 ies 00 00 a ai 
000 2-6 g g 
sau T = 33 ani şi 4 luni. 
Presupunem în al doilea rînd că depunem capitalul C cu 


__ dobîndă compusă, timp de n ani, cu procentul de r = 2 =. 


= 0,06 lei. După 1 an, 1 leu devine (1 + r), iar capitalul c 
devine C (1 + 7), iar după n ani, capitalul final C' este 
C = C (1 +r- 

Prin ipoteză, capitalul final ©’ este egal cu de trei ori 
capitalul inițial 0, adică 0' = 30. Înlocuind în formulăr = 0,06, 
deducem A 
30 = C (1 + 0,06), 3 = 1,067, 

2 __ _1g3_ _ 04712, 
ea E m lg 1,06 0,025 31 
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T m A. = Ta $ S æ s, 3 i „2 TESE 


n am, en = igar T15 — g 53t = 408 61 = 3408 20, 
e Ign = 1215 32; n = 18,85 ani 


adică, n este ogal cu aproximativ 18ani, 10 luni şi 6 zile, pentru e că. 


85 85 x 12 R 3 x 17 
vasani = ani = i ni = — luni 


i =e 


= Z, luni = 10 luni + Z luni = 10 luni + 


+ Č zile = 10 luni + 6 sil 


AU. 15. Să se verifice că ecuaţia 


z—a z-—b. b a 


+ 


b aq z—a z-—b sa 


areo rădăcină egală cu zero și alta egală cu a + b; să se calou- 
"deze a treia rădăcină. 


Soluţie. Pentru z = 0, ecuaţia devine 


sau, schimbînd semnele, < +2 SILA IE a graiias evidentă, 3 


deci æ = 0 este S. a Saate 
Pentru 2 = a + b, ecuaţia devine 


i ab od ape eL b d a 
| b a ENEE a-+-b—b 
b 
sau — d = Ei — sau 1 +1 =1 +1, egalitate evidentă; - 


deci și s = a+ b este rădăcină a ecuaţiei. : 
Pentru a găsi a treia rădăcină, aducem fracțiile la acelaşi 


numitor şi ecuaţia devine A 
a(z- a)+b(x—b) _ b(x-—b)+a(z-a) 
=. ab - (x > a) (x — b) 


Am obținut două fracții care au numărătorii egali, dînd 
numărătorul comun în factor, ecuaţia se mai scrie 


Dia sa) epota 50) [3 il iii 
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Pentru ca un râu de doi fautori să fie nul, trebuie ca 
unul din factori să fie nul, avem deci- ecuațiile ` 


1 1 

a(s — a) + b (x — b)=0 sau a) (ad) 

A doua ecuaţie se mai scrie 3 

(x — a) (x — b) — ab 2 
ab (x — a) (x — b) 

sau æ? — (a + b)z = 0 gi regăsim rădăcinile x = 0 şi xv = a + b. 

Prima ecuație se scrie az — a? +- be — b? = 0, de unde 
deducem gv, = £ : = ; aceasta este a treia rădăcină a ecuaţiei 
date. 

I]I.16. Să se verifice că ecuaţia 
a b c d 

xz+a a 


are o rădăcină egală cu zero. 
Care este condiția ca ecuația să aibă două rădăcini egale? 
Să se rezolve ecuaţia în acest caz particular. 


. X z è b c d 
Soluție. Pentru z = 0 ecuația devine & + r =— + T sau 
i a Cc 


1+1=1+1, egalitate evidentă, deci z = 0 este rădăcină 
„a ecuaţiei. 
Aducînd la același numitor în ambele părți, ecuaţia devine 
(a + b) x + 2ab 2 (c+ d) x + 2cd l 
z+(a+bhz+ab 2 +(e+d)z+ced 
ŞI aplicând o proprietate a proporţiilor, aceste rapoar te sînt, 
egale cu diferența numărătorilor supra diferența numitorilor, 
adică cu 
(la+b—ce—-d)xz+2 (ab — cd) 
(a -+ b — c — d) x + ab — cd 


Dacă egalăm primul raport cu al treilea raport şi grupăm: 
termenii după puterile descrescătoare ale lui z, avem 
(a +b —c — d) x? +2 (ab —cd) x? + [ab (c+ d)— cd(a+b)] x=0 


şi această ecuație de gradul al treilea are rădăcina evidentă 
æ = 0 pentru că termenul constant este nul. 
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“ Oemăiţia că ecuaţia să aibă. două rădărini egale « CU: zero 
este ca şi coeficientul lui 2 să fie nul, adică 


ab (e + d). —cd(a + b)=0 
sau împărțind cu abed, | 


| 1 1 
Pa a zii deea râu 


în acest caz a treia rădăcină este 
2 (ab — cd) | 


Wa = 
a+b- ee d 
; ; b 
Însă din relatia —— = 
| * a+b c+ d 
à ab — cd 
sînt egale cu ——————, deci 
a+b—c-—d 
2ab 
Da = — —. 
a+b 
în rezumat, condiția ca Sons ja dată să, aibă două rădăcini 
1 1 1 
epale cu zero este — + p => + F iar a treia rădăcină este 
F 
— 2ab 
Wa =- E 
a+b 


Dacă nici unul din numerele a, b, c, d nu este nul, ecuația 
nu poate avea toate trei rădăcinile egale cu Zero; într- adevăr 
să presupunem contrariul şi fie v, = L, = V; = 0, ' deducem că 
coeficienții termenilor în z şi æ? sînt nuli, adică - 


ab (c + d) = cd (a + b) şi ab = cå 


şi din aceste două condiții deducem, pentru că ab și cd sînt 
diferiți de zero, ec + d = a + b, adică şi coeficientul lui æ? este 
nul, ecuaţia se reduce la o identitate. 

Să presupunem în al doilea rînd că ecuația noastră are 
pe lîngă rădăcina z = 0, celelalte două rădăcini egale între ele ; 
ele sînt rădăcinile ecuației de gradul al doilea 


(a +b— c — d) x? +2 (ab — cd) x + ab(e +d) —cd(a +b) =0. 


/ | 173 


pr 


cm T o 3 EI i T RIR i 3 K t e 


Şi Bni conaţio-are. rădăcinile egale cina: disoriminantni. -ei | 
este nul. adică a > 


D = (ab — cd)? — (a + b —c — d) {ab oii d Po So 
În acest caz, cele două rădăcini egale au valoarea ~ 


— (ab — cd) 
Do = Do =: 
o a+b—c—d 


Discriminantul D este nul în particular cînd unul din nume- 


rele a sau b este egal cu unul din numerele ec sau d; într-adevăr, 
: fie de exemplu b = c, deducem 


= (ab — bd)? — (a + b —b — d) {ab (b + d) — bä (a + b)} = 
= (a — 0)202 — (a — d) (ab? — 524) = 0. 
În acest caz, rădăcinile egale sînt 


sa = Z- a 
AS a+b-b—d i 


u. 17. Să se arate că b? — 4ac este un poe perfect dacă 
a 42b + 4e = 0 sau 9a + 3b + c = 0. 
Soluție. Din prima relație deducem — 4c = : a.+ 2b, deci 
b2? — 4a6 = b? + a (a + 2b) = (a + b}. 
Din a doua relație deducem —c = 9a + 3b, deci ` 
b2? — 4ac = b? + 4a (9a + 3b) = (6a + bF. 


În general, dacă cei trei coeficienți a, b, c sînt legați prin 


A relația ar? + br + e = 0, deducem 


b? — dac = b? + 4a (ar? + br) = (2ar +- b)’. 


Cazurile particulare din enunț corespund respectiv la r = 


w |m 


gi r = 3. 
III.18. Să se discute rădăcinile ecuaţiei 
—(2—2p)oz+p—4=0 


când parametrul p variază de la — oo la + oo. 
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 Sotuţie: Dacă mea conaţia cu p; presupus diferit de | 
zero, obținem >: 


Paji dea 4-0 
i p P 


„şi dacă notăm cu 8 şi P suma şi produsul rădăcinilor, ayem 

s = 21 7), a e a 
p p 

4 2Pp+1 


Io — 
= 


Diseriminantul ecuaţiei este D= (: — F —1 + si 5 


P E 
Avem 


D < 0 pentru p < — = , rădăcinile æ şi £ sînt imaginare ; 
D=0 pentru p = — > , rădăcinile sînt reale ṣi egale q| = t= 3; 


D > 0 pentru p> -> , rădăcinile sînt reale şi diferite, a, < £z. 

Mai putem serie ES = p(p — 1) şi p?P = p(p — 4), deci 
S < 0 pentru 0< p <1 şi P<O pentu 0<p<4; >00 
pentru p < 0 şi-l < p, iar P > 0 pentru p < 0 ṣi 4 < p. Cînd . 


parametrul p creşte de la — Zla -+ 00, obținem : 
i -4 <p<0; 5>0,, P>0, a >o0, Ta > 03. 


0O<p<1; 8<0, P<O, <0, 2>0; lal>a; 
1<p<4;38>0, P<O, a <0, 22>0; z>lal; 
4<p<o; 8§>0, P>0, 2>0, n> 0. | 

A mai rămas să studiem cazurile p = 0 sau p = 1 sau 


p = 4. Pentru p = 0, ecuația dată se reduce la gradul întti, 


2% — 4 = 0, deci ò rădăcină este infinită şi cealaltă egală cu 2 
Pentru p = 1, S = 0 deci æ, + æ, = 0, adică ‘rădăcinile sînt 
egale gi de semne contrarii. Pentru p = 4, P = 0, o rădăcină 


este nulă, iar cealaltă egală TET 


I.19. Polinomul (2 + y)? — g’ — y? este divizibil ow 
3gy(x + y); dar dacă se înlocuiește peste tot număr ul 3 printr-un 
a: număr întreg și pozitiv? 


e 
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Soluţie. Avem identitatea (æ + y)? — æ — y? -= 3 aaa 
+y), deci primul polinom se divide cu al doilea, şi cital este 
egal cu unitatea. 

O condiţie necesară ca polinomul A, (2) = (x+ = pt — ap 
să fie divizibil cu nzy (æ + y) este ca, exponentul n să fie un 
număr impar ; într-adevăr, A, (0) =0, deci polinomul se imparte cu 


dz, fie că neste par sau impar, însă A n(—9) = —(—y} — y" şi 
dacă n este par A4,(—y) = — 24" A 0, iar dacă n este impar, 
Aj (— y) = 0. 


O condiție suficientă ca polinomul A, (2) să fie divizibil 
cu næy(æ +y) este ca exponentul n să fie un număr prim 
împar ; într-adevăr, numărul n fiind impar, am văzut că 
A, (2) este divizibil cu z( deci și cu y, pentru motive de simetrie) 
şi cu v + y. Dacă n este un număr prim şi a un număr întreg 
oarecare, teorema lui Fermat spune că a“ = a + multiplu de n, 
ceea ce convine să se scrie prescurtat 


a" = a (mod n), 


care exprimă că diferenţa (a” — a) este divizibilă cu n. Urmează 
că 


(æ + yy =v 4y, 2 = x, y” = y (mod n) 
A, (2%) =£æx+y—s—y=0 (mod n). 


adică A, (x) este divizibil şi cu exponentul n. Numărul A, (2) 
fiind divizibil cu numerele prime între ele æ% p y, 2 + Y, n, este 
divizibil şi cu produsul lor nzy (æ + y). 

Pentru n = 5 şin = 7, această identitate devine respectiv 


(æ +y) — a — y5 = ey (æ +) + sy +y’), 
(æ +yy — a — y = Tay (w + y) (2 + ey +. 


Exponentul n fiind presupus prim impar, Cauchy a demon- 
strat că. polinomul A, (x) este divizibil nu numai cu produsul 
næy(æ + y) ci şi cu trinomul (x? + æy + 92), iar cînd n este 
de forma n = 1 + multiplu de 6, de exemplu n = 7, n = 13, 
n = 19, n = 31,. . . polinomul este divizibil cu pătratul acestui 
trinom, adică cu (x? + vy + 42), ceea ce se vede direct pe iden- 
tităţile de mai sus, corespunzătoare lui n = 5 şin = 7. 


II1.20. Să se determine valorile parametrului k petitie care 
rădăcinile a şi b ale ecuaţiei 


(k — 3)a2 — 2 (k — 6)x +k = 0 
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sînt legate prim, relaţia 
a +b —5(a+b)—1=0. 


Rădăcinile a şi b sînt reale sau imaginare? 
_Soluţie. Relaţiile dintre rădăcini şi coeficienţi sînt 


_ 2(k— 6) E. 
A Le Ta , a&b = — .-. 


k—3 
Însă a? + b? = (a + b)? — 2ab, iar relația dată devine 
4 (k — 6} 2k  10(k—6) 
(k-—-3} k-83 k— 3 
sau . 
4 (k — 6)? — 2k (K — 3) — 10 (k — 6) (k — 3) — (k — 3)=0 
sau 
— 9k? + 54k — 45 = 0 sau k? — ôk +5=0. 


Ultima ecuație are rădăcinile k, = 1, k, = 5. 
Discriminantul ecuației date este 


D = (k — 6¥ — k (k — 3) = 36 — 9k = 9 (4 — k) 


de unde urmează discuția : 
D > 0 cînd k < 4, rădăcinile a, şi za sînt reale; 
D = 0 cînd k= 4, rădăcinile 2, = %, = — 2; 
D <0 cînd k> 4, rădăcinile a, şi 2 sînt imaginare. 
În particular, pentru k = 1, rădăcinile a şi b sînt reale, 
iar pentru k = 5, imaginare. 


1]l.21. Rezistenţa electrică a unui fir de cupru, de secțiune 
circulară, este direct proporțională cu lungimea lui şi invers 
proporțională cu pătratul diametrului. 

Două fire de cupru au rezistențele electrice egale, iar 
raportul lungimilor lor egal cu 2; să se calculeze raportul greută- 
ilor lor. 

Soluţie. Firul f are lungimea l şi diametrul d; rezistența, 


lui electrică este =, unde k este un coeficient de proporţio- 
_ nalitate, iar greutatea firului este 
za 
d 8 
unde 3 este densitatea cuprului. 
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Pentru a firul F, F, de Sp ET L şi disimetra. D, ezistența: 
„electrică este =, iar greutatea lui este -7 ' 


G= nD?LS Í 
A 4 


Prin ipoteză, rezistențele electrice sînt egale, deci 


kl kL L D}? 
x — = sau z(a) 


se mai scrie, dacă ţinem seama de 


Ap 
g l 


Însă prin ipoteză + = 2, deci ia 4. 
i F 


Raportul Gu Dl 
g 


3 da 
ultima egalitate, 


III.22. Pentru ce valori ale parametrului, ecuaţia 
f(x) = (k — 15) a? — 4kg +k —6=0 


are o rădăcină sau ambele rădăcini mai mari ca numărul 2? 
Soluție. Ecuația are o singură rădăcină mai mare ca 2, 


dacă numărul 2 este cuprins între cele două rădăcini ale - 


ecuaţiei. Din studiul semnului trinomului de gradul al doilea 
se ştie că pentru valorile lui z cuprinse între rădăcini, trinomul 
are semnul contrar semnului coeficientului lui 22, deci dacă, 
2 este cuprins între rădăcini, trebuie să avem 


(k —15)f(2) < 0 sau — (k — 15) (k +22) <0, 
(k — 15) (k + 22) > 0 deci k < — 22 sau 15 < k. 
Ecuația are ambele rădăcini mai mari ca 2 dacă, mai 


„întîi, cele două rădăcini există, adică sînt; reale, deci discrimi- 
ati în ecuaţiei este pozitiv, adică 


— (6 — 15) (k —6)> 0 sau 3(k + 10)(k — 3) > 0. 


A al doilea rînd, numărul 2 fiind exterior intervalului deter- 


minat de rădăcini, (2) are semnul lui k — 15, adică 
(k —15)f(2)> 0 sau — (k — 15)(k + 22) > 0. 
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| În al treiler na, bara y fiind mai mic decit; „aha i, 
rădăcini, este. mai mic decit endistimna, , rădăcinilor, adică se 


2k 
< . 
~ k—15 


Prima , coridișie este îndeplinită dacă parametrul - 
k < —10 sau 3<k. i 
A doua condiţie este îndeplinită cînd 
| —22 <k <15. ` 
A treia condiție este îndeplinită când 
k > 15. 


~ 


Aceste trei condiții nu pot fi îndeplinite simultan pentru 


că condiția a doua k < 15 și condiţia a treia k > 15 sînt i incom- ` 


patibile. 
Rezultă că ecuația dată nu poate` avea ambele rădăcini 
mai mari ca numărul 2 pentru nici o valoare a parametrului k. 


III.23. Să se determine, pe cercul de diametru AB = 2R, 
punctul P așa fel ca AQ + QP = a, unde Q este proiecția punc- 
tului P pé AB, iar a o lungime dată și să se discute numărul 
‘soluțiilor. | 


Soluţie. Însemnăm. AQ =s; în triunghiul dreptunghi 
_APB, înălțimea QP este medie proporțională între proiecţiile 
catetelor pe ipotenuză, deci 


QP? = AQ x QP sau QP? = g (2R — zo), 
iar ecuația problemei este 
V (2R — v) = a — v. ~ 


Partea întiia în această ecuaţie fiind pozitivă, trebuie- să 
avem a — g> o0 saug < a. Prin ridicare la pătrat şi gruparea 
termenilor, ecuaţia este echivalentă cu sistemul 


f(x) = 24? — 2 (a + R)o +a = 0, <a. 


Din studiul semnului trinomului rezultă că problema admite 
9 soluție unică dacă f(a) < 0, adică 


a? — 2R <0 sau a<2R. 


= 
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Problema admite două soluţii dacă diseriminantul 
(a + R} —2a2>0 


i şi în plus jla) > 0 si a >ti = semisuma rădăcinilor. 


Discriminantul —a? + 2a R + R? > 0 pentru 


RU — Vă <a<R(1 +2) 
Condiţia f(a) = a(a — a > să Sate îndeplinită pentru 
2R < a, iar a treia condiţie a > 15 R pentru R<a. 


Aceste trei condiții sînt aulan îndeplinite dacă 
| 2R<a< R(1+V2). 

În rezumat, problema admite o singură soluție dacă. 
| O<a<2R 
şi două soluţii dacă = 
2R <a<R(+V2). 
, Aceste rezultate pot fi obţinute şi pe cale geometrică : luăm 
pe diametrul AB, sau .pe prelungirea lui, punctul N definit 
prin condiția AN =a (fig. 9 prin N ducem dreapta NP 
aşa fel ca x ANP = 45, 
fie P punctul ei de inter- 
secție cu semicercul de 
diametru AB şi fie Q 
proiecția lui P pe AB. În 
triunghiul dreptunghi şi 
isoscel NQP avem QN = 
LS = RoS QP, deci 
A ai AQ + QP = 40+ QX = 

| ui = AN =a. 
Urmează că problema admite una sau douğ soluții după 


cum dreapta NP taie semicercul într-unul sau două puncte. 
Luăm pe prelungirea lui AB punctul S definit prin con- 


diţiă AS = R + R V2; tangenta dusă din S la semicerc atinge 
cercul în punctul T, fie O centrul semicercului ; triunghiul O TS 
este drepturighi în T', are cateta OT = R, ipotenuza 08 = R|2, 


P 


480 


| ) 
deci 8 T = R; rezultă că triunghiul OTS este isoscel, deci . 
a X O8 T = 4&5 - 

' Dacă AN < AB sau a < 2R, dreapta NP taie semicercul 
într-un singur PEN deci . problema. are o singură soluţie 
0 <z<. 

Dacă AN = - AB sau a = 2R, avem două soluţii e = -R 
şi æ = 2R. 

Dacă AB < AN < 48 sau 2R <a < R(1 + V2), avem 
„două soluţii R < a < m, < 2R. a 
Dacă AN = AS sau a = R(1 +2), avem două soluții 


confundate q = V, = R + R. . 
Dacă AN > AS saua > R (1 + V2), dreapta AP nu mai 
întilnește semicercul, deci problema nu admite nici o soluție. 
III.24. 1. Dacă o rădăcină. a ecuației 
z+az+b=0 
este egală cu pătratul celeilalte rădăcini, să se arate că 
aè + b? = (3a —1)b. (1) 
Să se verifice- rezultatul obținut pe un exemplu numeric. 
2. Dar dacă o rădăcină este egală cu cubul celeilalte rădăcini ? 
Soluție. 1. Fie œ şi y rădăcinile ecuației date; relațiile 
„dintre coeficienți şi rădăcini sînt 
&+y= —a, vy =b. 
Însă prin ipoteză y = z?, deci 
æ + x? = —a, x? = b, 
de unde deducem S 
x + æ+ a [= 0, -t+ ax+b=0, 


şi problema s-a redus la eliminarea lui « între ultimele donă 
ecuaţii. 

Scădem viimase doud ecuații membru cu aemp şi dedu- 
cem 


(a —1)e +b — a= 0. 


Distingem două cazuri după cum a este egal sau diferit de 
1; dacă a = 1, deducem b — a = 0, adică b = 1 şi pentru 
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A . SA FIN i So , Eu . : i i paS Ta f 


G Gps 5 


ai aceste Salarii numerice: ale. parametrilor a Ki b, j, rejaia, w este oală 


k verificată. 


Dacă a este diferit de l, din ultima eciație deducem - 
îi ai b—a 
Traa" 


care introdusă în ecuaţia 22 + æ + a= 0, conduce; după simpli- _ 
ficări, la relaţia (1). 

De exemplu, dacă v = 2, y =4, avem s +y = 2, 
ay = —8, deci a = —2, b = —8, N 


„034 d? = —8 +64 = 56; (3a — 1)b = (—6—1)(—8) = 56, | 


~ şi relația (1) este verificată. 
"2, Dacă o rădăcină y este egală cu cubul celeilalte rădăcini 
æ, adică y = z?, relaţiile dintre coeficienţi şi rădăcini se scriu 


g + a = —a, zi =b, 
„de unde deducem 
l B Heta, E EAEE EE 
Înmulţind prima ecuație cu —1, a doua cu z și apoi adu- 
„nîndu-le membru cu membru, deducem sistemul echivalent 
= ax? + (b — 1)js —a = 0, s? pas pb =O 
şi dacă eliminăm pe v între aceste două ecuații, obținem 
, at — b38 = (4a? — 2b + 1)b. (2) 

Aceasta este relația de legătură dintre coeficienții a şi 
b ai ecuaţiei <? + ax + b = 0, în porez că o rădăcină este 
“egală cu cubul celeilalte rădăcini. 


De exemplu, dacă 2 = 2, y = 8, avem x + y = 10, sy = 
= 16, deci a = —10, b = 16, 


ai — b? = 10 000 — 4 096 = 5 904; (4a? — 2b + 1)b = (400— 
| — 32 + 1)16 =.5 904, 
şi relaţia (2) este verificată. 
III.25. Se consideră diferenţa 


2—3r+2  kr(æ—2) 
t? — 2g -4-1 a — 1 
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ie Aa E să se d pitt munitori i în faci: și să sc determine | 
cel mai mic multiplu comun al lor. 

"2. Să se aducă fracțiile la acelaşi numitor şi Să se ordoneze. 
număr ătorul după puterile descrescătoare ale lui x. i | 
: 8. Să se determine valoarea lui k astfel ca polinomul de la 


numărător să admită rădăcina n = —2 și să se găsească toate 
rădăcinile polinomului, obtinut după ce s-a înlocuit k cu valoarea, . 
calculată. 


4. Nu se putea simplifica problema de la început, utilizînd 
„o cale mai poanta 

[ai . Numitorii îracţiilor se scriu 

g2'— 2g +1=(2—1P şi æ — 1 = (s + 1) (v — 1). 


Însă cel mai mie comun multiplu a două sau mai multe 
numere se află înmulţind între ei factorii primi, comuni şi neco- 
muni, la puterea cea mai mare ; urmează că c. m.m.. al numi- 

_ torilor este 
; (2 + 1) (x — 1). 

2. Pentru a- aduce fracțiile la acelaşi numitor, amptifieămn 

prima îracție cu (w + 1), a doua cu (x — 1) şi avem 
(x? — 32 + 2) (2 + 1) — kz (z — 2) (z — 1) 
(2 — 1} (8 + 1) 

Făcînd înmu kţirile, reducerile şi ordonînd Ena poli- 

nomul P{x) de la numărător este 
P(x) = (1 — kja? + (3k — 2)x2? — (2k + 1) s + 2. 
3. Dacă polinomul P (x)are rădăcina —2, avem P (—2) = 


= 0, de unde deducem, daca reducem termenii asemenea, 24k — 
— 12 = 0, deci 


iar expresia lui P (x) devine 


x? — x? — 4r 4+- 4 


P (a) = Ei, 


însă P(—2) = 0, deci polinoinul. se împarte exact ko (£ sr 2), 
iar cîtul este: x? — 3x + 2, care are rădăcinile 1 şi 2, deci 
Ple) = (2 + 2) — 1) (z — 2) 


2 
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"4. Numărătorul primei fracţii are rădăcinile. 1 şi 2, deci 
prima îracţie se scrie, după simplificarea. cu factorul w — 1, 


z—2 


? 
x— ií 


iar diferența dată devine 


x—2 Ez kz , 
x —1 z+1l 
Cum prima paranteză nu se anulează pentru s = —2, 
è , g ES kx 4 
trebuie ca a doua paranteză, adică | 1 Ere |eă se anuleze 
r 


pentru 2 = —2, de unde deducem condiţia 


1 ED 0 saù ka e 
= —2+1 2 
HI. 26. Într-o serie de hidrocarburi ri, atomii de carbon se gru- 
pează în moleculele M,, Ma, Mg, ... în felul următor : 


. e è . où 
. > è . è ç . > è . o è o 


. . . o . ç ç> . è è . OO OO o o . a o 


M, Ma M, M, M; Me M, 


Se cere să se calculeze 
1. Numărul atomilor de carbon în molecula M, de indice n. 
2. Numărul atomilor de carbon în primele n molecule. 


Soluţie. 1. Observăm că pe linia verticală mediană, numă- 
rul atomilor, în fiecare moleculă, este egal cu numărul de ordine 
al moleculei, adică 1 în M,, 2în M., 3în My, ...,7în Mag... 
deci n în M,. 

Observăm mai departe că pe diferitele linii orizontale avem 
respectiv 1,3,5,7,... atomi şi că la fiecare moleculă, începînd 
dela o anumită linie orizontală, aceste linii orizontale se reproduc 
în sens invers, adică ele au respectiv ...7, 5, 3, 1 atomi 

Dacă n este un număr par, de exemplu n = 6, numărul 
atomilor în M, este egal cu dublul sumei primelor trei numere 
impare, adică 2 x (1 +3 + 5) = 18, iar dacă n = 2p, numărul 
atomilor în M, este egal cu dublul sumei primelor p numere 
impare, adică "2 x{1 +3 +5 +... +(2p-—1)}. 


— 
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„+ -. În paranteză avem o progresie aritmetică, primul termen 
egal cu 1, raţia egală cu 2, numărul termenilor egal cu- p, deci 
suma. ei este egală cu 


[1+ (2-11 =p 


iar numărul atomilor în M, este 


Să comparăm moleculele M, şi M,; molecula M, are în 
plus, față de M, , linia mediană orizontală pe care se găsesc 
T atomi (7 = numărul de ordine al moleculei M), deci M, are - 
7 atomi plus numărul atomilor din M, adică 7 + 18 = 25 atomi. 

Dacă n este un număr impar, n = 2p + 1, comparăm mole- 
_culele de indice 2p şi 2p +1; a doua moleculă are în plus, 
față de prima, linia mediană orizontală pe care se găsesc 2p +1 
atomi (2p + 1 = numărul de ordine al moleculei M,). Însă 
am văzut mai sus că molecula de indice 2p are 2p? atomi, deci 
molecula M, de indice n = 2p + 1 are (2p? + 2p + 1) atomi. 


Din n = 2p + 1 deducem p ==, 2p? = G S , 2p? + 2p + 
_(n—1} _m@+i 
ea + n = 3 


par, are atomi. 


, deci molecula m de indice n im- 
n2-+ 1 


2 n + 1 
În rezumat, molecula M, are z sau . 


atomi, după 
cum n este un număr par sau impar. | 


Soluţia a doua. Însemnăm cu f(2p) numărul atomilor în molecula Mp de 
indice n = 2p şi comparăm moleculele M,, My Mg, ...; molecula M, are în 
plus, faţă de M,, două linii orizontale de cite 3 atomi, Ms are în plus, faţă de M,,; 
două linii orizontale de cite 5 atomi, şi așa mai departe, molecula de indice 2p are în 
plus, faţă de molecula de indice 2 (p — 1), două linii-orizontale de cite (2p — 1) 
atomi. Aceste relaţii de legaturi între numărul atomilor în moleculele M, M; 
Mg; ... se pot scrie 


10) =10+2x3, 160=10)+2x5,... 
f (2p) = f (2p — 2) + 2(2p — 1). 
Ultima relaţie se mai scrie, înlocuind p cu (p + 1), 
| (2p + 2) — fp) = 4p + 2. i 0) 


Funcţia necunoscută f (2p) satisface ecuaţia (1), care se numeşte ecuație cu 
diferenţe finite; din punct de vedere elementar putem determina funcţia necunos- 


J85 


cută Aren pin metoda. ndar setata şi anume: cauti pentia f èp 
un polinom đe gtadul al doilea. în râport cu variabila A adică P : 


į (2p) >Ap? + Bp + C, na 
in care A, B, C stat constante numerice care urmează să fie determinate. Deducem ` 


f (2p +2) = 4(p+1+B8Bp+D+C= AP? +(B+24A)p+A+ B+C; 


e 


înlocuim în ecuația (1), reducem termenii asemenea şi obținem 
2Ap+ A+ B=4p +2. 


Această egalitate trebuie să fie o identitate în raport cu variabila p, 
adică trebuie să fie adevărată oricare ar fi p; urmează că termenul constant 
. A+B, din membrul întti, este egal cu 2, termenul constant din membrul al 
“doilea; la fel cu cocficientul lui p în membrul întti, adică 2A este egal cu 
-coeficientul lui p din membrul al doilea, adică 4; deducem două ecuații cu 
` două necunoscute A și B, A + B=2, 24 =4, deci A = 2, B = 0, Înlocuim 
Și avem 

f (2p) = Ap? + Bp + C = 2P +C, 


„unde G este o constantă arbitrară. Pentru p = 1 avem f (2) = 2 + G, f (2) =2 
- pentru că molecula M, are 2 atomi, deci 2 = 2 -} C, adică C = 0, deci în defi-: 


nitiv 
f (2p) = 2p°. 


Însemnăm cu g (2p + 1) numărul atomilor in molecula M, de indice n = 
= 2p + 1 şi comparăm moleculele M,, M3, Ms, ...; molecula M are în plus, 
faţă de molecula M, două linii orizontale, una cu 3 atomi, cealaltă cu 1 atom; 
molecula M; are în plus, față de M,, două linii orizontale, una cu 5 atomi, cealaltă 
cu 3 atomi și aşa mai departe, molecula de indice 2p + 1 are în plus, față de mo- 
lecula de indice 2p — 1, două linii orizontale, una cu 2p + 1 atomi, cealaltă cu 2p — 
— 1 atomi. Relaţiile de legătură între numărul atomilor în moleculele My Ma, 
Ms, ... se pot scrie 


g (3) = g (1) + 3 + 1,g (5) = g9 (3) +5 + 3, -. 
g (2P + 1) =g (2p — 1) + 2p + 1 +2p—1. 
Ultima ecuația (cu diferențe finite) se mai scrie 
gp +1) -gp =4p.. © D 


Căutăm o soluţie de . forma g (2p + 1) = Ap? + Bp + C; deducem 
-9'(2p — 1) = A (p — 1)? + B (p — 1) + C, iar ecuaţia (2) devine, după reducerea 
termenilor asemenea, 2Ap — A + B = 4p f 

Din această identitate rezultă 


DA a, —A+B=0, deci A = 2, B = 2. 


Înlocuim: şi avem 
g (2p + 1) = Ap? + Bp + C = 2p? + 2p + C, 


unde C este-o constantă arbitrară. Pentru p = Q am g (1) = C, tnsă`g (1) = 1 
„pentru că molecula M, are 1 atom, deci C = 1 şi în definitiv, 


g (2p + 1) = 2p? + 2p +1. 


* 
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sii. -Ami régtsit PT E ca iri Pi metodă anume, numărul atomibor” 

mi molecula Ma. de- indice neste ue Ce 

i 2 4 ne- 3 Rei : e P | A 
fep- = ap = Pinul dacă n = ?p, 


S= 


. sau ; | | | | 
thai | | 
LUED S DERRIEN g , dacă n = 2p + 1. ia Ă 
2. Fie F (2p) numărul total al atomilor de carbon în moleculele M,, Mieis 
» Map» adică 


` F (2p) = f (2) + 14) +... + { (2p) 
„Şi înlocuind p prin (p — 1), ră 
F (2p — 2) = f} (2) + f (4) + ...+1(2p—2), 
de unde prin scădere F (2p) — F (2p — 2) = f (2p). 


Dar am văzut că f(2p) = 2p?, deci funcția necunoscută F (2p) satisface 
ecuația cu diferențe finite ; | | 


- F (2p) — F (2p — 2) = 2p2. | l 3). i 


; Determinăm F (2p) prin metoda coeficienţilor nedeter minați, adică deter- 
minăm valorile numerice ale coeficienţilor. A, B, C, D așa fel ca 


F (2p) = Ap? + Bp? +Cp+ D 
să satistacă identic ecuaţia (3). Deducem 
F (2p — 2) = A= +BOP-1+CP-1)+D 
şi ecuația (3) devine, după ce-am grupat termenii asemenea, 
da 3Ap? + (— 3A + 2B)p+A-— B +C = 2p. . 


= Din această identitate deducem sistemul de trei ecuații cu, trei necu- 
noscute 3A = 2, —3A + 2B = 0, A — B + C = 0 obținute egalind, în cei doi 
membri coeficienții diferitelor puteri ale lui p. Rezolvăm sistemul şi avem 


Aia dia Bo Ce 2 ded 
3 3 i E 
F (2p) = Ap? + + rca + D=? + pE +n, 


7 


unde D este o constantă arbitrară ; ; dar F (2) = f (2) = 2, deci făcind 


p=1, ohne 2= FO =t D, ; 
constanta D = 0 şi funcţia F ep) este | | 
| Pop = + aa za POHOD. 
| 3. 3 
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Aceasta este suma atomilor de carbon în primele p molecule de indice pereche 
M, My ... Map 

Printr-un raţionament analog se determină suma atomilor de carbon în 
primele (p + 1) molecule de indice impar M, Ma... » Maps fie GQp + 1) 
această sumă, adică 


GQp+ D=9(D+93)+ ... +g(2p +1), 
deducem 
G (2p —1)=g(1)+ g(3)+ ... +g9(2p — 1), 
iar prin scădere 
G (2p + 1) — G (2p — 1) = g (2p + 1). 


Dar am văzut că g (2p + 1), care reprezintă numărul atomilor în molecula 
de indice (2p + 1), este egal cu 2p? + 2p + 1, deci funcția necunoscută G (2p + 
-+ 1) satisface ecuația cu diferenfe finite 


G (2p + 1) — G (2p — 1) = 2p? + 2p + 1. (4) 
Căutăm pentru funcția necunoscută o expresie de forma | 
G(2p + 1) = Ap? + Bp? + Cp + D, 

şi deducem, 

G(2p—1)=A(p—1} -+ B(p— 1} + C(p— 1) + D, 
iar ecuația (4) devine identitatea 

3Ap? + (— 3A + 2B) p + A — B + C = 2p? + 2p + 1, 
de unde deducem sistemul de trei ecuații cu trei necunoscute 


3A =2, — 3A + 2B =2, A— B+C=l1, 


- Obţinem 43, B= 2, =, deci 


| 3 2 p2 2 IP 
G (2p + 1) = Ap? + Bp? + Cp + D= ~- + 2p ta S 


Constanta arbitrară D se determină țintnd seama că G (1) =g (1) =1, 
pentru că molecula M, are 1 atom, deci făcînd p = 0, 1 = G (1) = D, iar funcția 
G (2p + 1) este l 


2 
G (2p + 1) = E ET ae AP 10 da os (2 i A Apt 8), , 
3 3 
Dacă n este un număr par, n = 2p, numărul atomilor de carbon în primele n 

molecule M,, Mg, , Mn este evident egal cu suma F (2p) + G (2p — 1), pentru 
că F (2p) reprezintă numărul atomilor în cele p molecule de indice par Mg, Mas .. 

, Map, iar G (2p — 1) reprezintă numărul atomilor în cele p molecule de indice 
impar My Mg; -..: Mana. 
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"Dacă n este un număr impar, n=2p+1, numărul atomilor de carbon în 
` primele n molecule M,, M;,...; Mn este evident egal cu suma F (2p) + G (2p+ 1), 


Dacă facem tnlocuirile, şi apoi punem p = z ; obținem F (2p)+G (2p—1)= 
_ P(p+DQp+i 2(p—19+4(p—1)+3_ 


+ Pp 
3 3 
_P(4p? + 3p +2)_ nn? + 3n + 4), 
3 12 
La fel calculăm și a doua sumă, apoi punem p = s . 


p(p+1) (2p +1) (pr 1) (2p? + 4p +3) _ 
3 3 


E (2p) + G (2p + 1) = 


(P +1) (4p? + 5p +3) _ (+) (2r +n+3, 
3 12 


În rezumat, numărul atomilor de carbon în primele n molecule M,, Mg, ... 
; Mn este 


n (2n? + 3n + 4) au EDOR +n +3) l > 
12 12 


după cum n este număr par sau impar. i ; ə 


II].27. Oscilaţiile unui pendul simplu, de lungime l, des- 
cresc aşa fel încât amplitudinea unei oscilaţii este egală cu q înmul- 
zit cu amplitudinea oscilației precedente, q < 1. 

Știind că amplitudinea primei oscilații este de a grade, se 
cere să se calculeze lungimea drumului total parcurs de punctul 
material de la extremitatea pendulului, în primele n oscilații. 


Caz particular : l = 50 cm, q =4 , x = 9, n = 10.. 


Soluţie. Drumul s,, parcurs de punctul material, în prima 
oscilație, este egal cu lungimea arcului de cerc, de rază l, unghiul 


la centru fiind egal cu « grade sau T radiani, deci 
% 
sı = = em 
re , 


dacă lungimea l este exprimată în centimetri. Îri a doua oscilație 
drumul $s, parcurs de punctul material este egal cu lungimea 
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sirul die cere ode; rază T unghii la centru fină egite cu ige ga rade, î. 
deci Z 


s „laga cm sau s =h i i lu 
ui 18 i 1 $ 


şi aşa mai departe 
| Sa = S 7L. 
“Drumul total L, parcurs în primele n oscilații este egal cu 
suma a n numere în progresie geometrică 
| | ra 
Dotat aa (ar. pe ate, 
© f . 
_ Ina (1— g Ta 
(1—9) 180 
În cazul particular al problemei 


> 


10 
1- (2) 

| Lie = 50 X z x 9 x: 

> | i 0,2 x 180 


ig (2) = 10 x (0,602 06 — 0,698 97) = — 0,9691 = 1,03090, 
: 1) — 0,107 375, 1—4 V" = 0,892 625, 
5 l 5 i 
L 1007 x 0,892 625 . -89,2625 7 | 
i 8 8 


lg Lio = 1,950 67 + 0,497 15 — 0,903 09 = 1,544 73, 
Lio = 35,053 sau aproximativ, Lio : = 35 cm. 


ty 
PE 


Dacă n —> œ, adică pendulul oscilează indefinit, g —> -0 i 
„pentru că q < 1 şi drumul parcurs este l 


Sı A. __ lna 
1—9(1—q)x 180" 
În cazul particular al problemei - 
e E e 
0,2 x 
lg L-= 1,096 91 + 0 i = = 1, 594 06. 
L = 39,27 sau aproximativ L = = = 39, 3 om. 


= 12,5 x z. 
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Fa a Peek a 


im a pi 


p ` doii. ace ale unu ceasornic simt (e): confundate. Sau. (b) în, pro- 
= Imtigire. 
Problema, admite 11 solujiit în cazul (a) ŞI 11 soluții î în. cazul | 


a B 4b); ; se cere Să së: caloulezg e soluțiile ; și să se verifice că ele: sînt 


s Ea minute (de timp), minutarul descrie un unghi de ——— 


E în progresie aritmetică. 


w. 38. Süs se cateuleze « ora a caactă; “îmăra ole 0 şi. 12, onie ak ; n 


Solutie. Fix la ora zero (sa la ora: 12), minutarul şi orari | 


coincid (fac un unghi de zero grade). Într-o oră (60 minute), “ 
Sg minutarul descrie întreg cercul, adică un unghi de 360°, deci în t 


{x 360 
x grade. £ 


Tot într- -o oră (60 minute), orarul descrie un ungn de, 20 deci 
în t minute (de timp), el va deserie un unghi de! 


În momentul iniţial, adică la ora zero fix, unghiul. foist: de > 


> gråde. n 


<- minutar şi orar era egal cu zero grade, iar după t minute d 


timp, tai lor este egal cu diferența 


tx 360 tx 30 
ADLE a gr rade. 
60 60 


Prin ipoteză, minutarul şi orarul doinäde sau sînt în pre- 
lungire, deci unghiul lor este egal cu 
360°, 2 x 360°, 3 x 3605%,..., 11 x 360° 
sau 5 
- 180°, 3 x 180°, 5 x 180°,..., 21 X 180°. - 2 
Dacă însemnăm cu a, 2, as, 3 du cele 11 soluţii în cazul. 
(a), adică, cele două ace sint confundate, avem 


14 
AU lian x 360 
2 2 
sau | | 
nx 720 
n 11 ? 
unde . | - 
B E > E j n= i1, 2, 3, ...9 11. P | Da 
-Însă | i SI în sa 
720 60 
— = 60 + — 
IE! + 11) 
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deci 


a, =n X 60 + 


i - 


n X 60 


—.—_ 


i 


Ținînd. seama că i este exprimat în minute de timp, găsim 


No 

a = 1 oră, 
@, = 2 ore, 
a = 3 Ore, 
a, = 4 ore, 
a; = Š ore, 
ag = 6 ore, 
a, = T ore, 
ag =8'ore, 
Q = 9 orè, 


@ = 10 ore, 54 minute, 32 secunde şi 


05 minute, 
10 minute, 
16 minute, 
21 minute, 
27 minute, 
32 minute, 
38 minute, 
43 minute, 


49 minute, 


Dacă însemnăm cu b,, ba, ba .. 
(b), adică cele două ace sînt în prelungire, avem 
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EI 2 


liba 


kd kd 3 . v . 
5 minute, 27 secunde și -z dintr-o secundă, deci.: 


27 secunde. și = dintr-o secundă ; 


54 secunde 


21 secunde 


49 secunde 


16 secunde 


43' secunde 


10 secunde 


38 secunde și 


05 secunde și 


si 


pæ o 


Ş Ê dintr-o 
11. 


OE: ana 

şi — dintr-o 
11 

Í 

— dintr-o 

11 

i aa 

şi — dintr-o 
11 

A SD 

şi —dintr-o 
11 


. 10. 
şi — dintr-o 
11 


5. 
— dintr-o 
11 


8. 
— dintr-o 
11 


= (2n — 1) x 180 


D: s 
— dintr-o 
În PRRINEI 


secundă; 


secundă ; 
secundă; 
secundă ș 
secundă ; 
secundă ; 
secundă ; 
secundă 


secundă ; 


-3 bu cele 11 soluţii în cazul 


sau Fa 5 
__ (2n—1)x 360 


=b — 
n” 11 


n X 720 360 
Îi op a an 00 
11 11 


b, = 0, — (32 minute, 43 secunde şi = dintr-o secundă). 
Diînd lui n valorile 1, 2, 3, ..., 11, obţinem: 


b, = 0 ore, 32 minute 43 secunde şi dintr-o secundă ; 


b, = 1 oră, 38 minute, 10 secunde şi 22 dintr-o secundă ; 


bs = 2 ore, 43 minute, 38 secunde şi = dintr-o secundă ; 
b, = 3 ore, 49 minute, 05 secunde si Š dintr-o secundă ; 


b; = 4 ore, 54 minute, 32 secunde şi Š dintr-o secundă ; 


i b= 6 ore ; 


b, = 7 ore, 05 minute, 27 secunde şi — dintr-o secundă ; 


bs = 8 ore, 10 minute, 54 secunde sE dintr-o secundă ; 
ba = 9 ore, 16 minute, 21 secunde şi >. dintr-o secundă ; 
bio = 10 ore, 21 minute, 49 secunde şi dintr-o secundă ; 


bu: = 11 ore, 27 minute, 16 secunde și = dintr-o secundă. 


> aet 


Valorile a, az, ..., Gu formează o progresie aritmetică cu 
rația egală cu 1 oră, 05 minute, 27 secunde şi Ž dintr-o secundă ; 


18 — Culegere de probleme 


i pă 
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la fel, valorile b,, b.,.-.; ba formează o progresie aritmetică cu 
aceeaşi rație. ai 
Mai mult, valorile intercalate 
bis Gu ba Ga ba Qg... Dis Qn 
formează o progresie aritmetică cu rația egală cu 


32 minute, 43 secunde și 2 dintr-o secundă 


III.29. Într-o progresie aritmetică, se notează 
sı = suma primilor n termeni, 
8a = suma primilor 2n termeni 
8, = suma primilor 3n termeni. 
Să se calculeze expresia 


E = 38, — 38, + Sa. 
Soluţie. Dacă a este primul termen al progresiei aritmetice 


iar r rația, termenul de rangul n are valoarea a + (n — 1)r, 
deci suma s, este 


8, => {a + [a + (n — 1) xn = an + n(n — 1): 


Suma s; a primilor 2n termeni se deduce din s, înlocuind pe 
n cu 2n, iar $; se obţine înlocuind pe n cu 3n, deci 


Sa = 2an + 2n (2n — 12, 


S3 = 3an + 3n (3n ja 


Expresia dată devine, făcînd înlocuirile, 
E = 38, — 339 + Ss = e 


= 3an + 3n (n— 1) — ban — 6n (2n — 1) se 
+ 3an4+3n (3n =) a: = (3an — san + 3an)+ 


a 


+ gene — 1 — 22n — 1) + n — 1 =o. i 
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Generalizare. Fiind dată o progresie aritmetică, în care primul termen este « 
şi rația p, fiep < q < rtrei numere întregi pozitive. Însemnäm cu P,Q, R sumele 
primilor p, g, r termeni ai seriei și avem 


Pee +0o-v2, 
Q = aq + q4 — nE, 


R=ar+r(r—1)-£. 


Ne propunem să determinăm trei numere A, B, C aşa fel ca să avem 
identitatea 


AP+ BQ+CR=0, 


oricare ar fi œ și p; deducem 
. 1 = 
a (Ap + Bg + Cr) + — p (Apt + Bg? + C- (Ap + Bg + Cn) = 0. 


Condiţia necesară și suficientă este 
Ap + Bq + Cr=0, Ap? + BE + Cr = 0, 
de unde deducem pentru A, B, C cantități proporționale 


memme E ——— 5 — 


a (q— r) rp(r—p) PIP-90 


În cazul particular al problemei, p = n, q = 2n, r = 3n, deci 


A _ B c 
6n? (2n — 3n) 3n?(3n—n) 2nè(n — 2n) 
sau 
E EA c 
-6 6  (=3 
sau 
A Boae 
3 (39) 1 
şi putem lua A=3, B = — 3, C = 1. 


Dacă g şi r sînt multipli de p, adică 


q= AP, T = Ps 


~ 
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putem lua cu A; B,C cantități. care depind de rapoartele Aş si W ar nu depind ` 
de P; ; într-adevăr 
A a. B _ C 


aup? (Ap — up)  up?lup— p) AP? (P — Ap) 


şi putem lua 
Dacă q și r nu sînt multipli de p, formulele găsite subsistă, cu deosebirea 
că în acest caz A și u sint numere fracționare. 
De exemplu, dacă A = 3, u = 7, avem ; 
A = 21 (38 — 7) = — 84; B = 7 (7—1) =.42; C = 3 (1 — 3) = — 6 sau 
împărțind numerele găsite cu —6, 
A =14, B= —7, C=1. 


Urmează că dacă P este suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice, Q ` 
suma primilor 3n termeni, iar R suma primilor 7n termeni, între aceste sume există 
identitatea, oricare ar fi «, p, n 


14 P—7Q 4+ R=0. 
l 4. 5 s 
Dacă p = 3n, q = 4n, ză O A a soul 


aa 2ft 5) 
9 \3 3 27 

P E 
313 9 

E E A PR 
3 3 9 

A 27 z ` i 
sau înmulţind cu — E A = 10, B = — 15, C = 6, de unde rezultă că între 


sumele P, Q, R ale primilor 3n, 4n, 5n termeni, există identitatea 
10P — 150 + 6R =0. l 


111.30. Se dau două numere a şi b; se cere să se determine 
alte două numere æ și y, ştiind că 
numerele a, x, y sînt în progresie aritmetică, iar 
numerele x, y, b sînt în progresie geometrică. 
17 1 


Caz particular: a = —, b = —. 
3 27 


Soluție. Fie r rația progresiei aritmetice și graţia progresiei 
geometrice ; rezultă din enunţ că ` 
æ =a +r, y= +r, deci v — y [=a — g; 
y 


y =sq, b=yq, deci? A a: 
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_ Numerele v, y sînt date de sistemul de două ecuaţii A 
a + y = 2g, bx =? 


Prin eliminarea lui z deducem 
aty? sau 2y? mR > 0 
de unde deducem 4y = b + Vb? + 8ab. 


Prin ridicare la pătrat rezultă 
8y2 = b2 -+ 4ab + b. YÒ? + 8ab 
deci 
a 8s = b + 4a + Vb? + 8ab. 
În definitiv, 


= (o +a [EF 8a), y =} (b + VF Ba), 


semnele + corespunzîndu-se. 


š 17 1 , 
Dacă a = E b = a? deducem valorile 
EE 8 ap 22 Ri m, — 289 ji eee el 
1 = 5 aa ua a 


III.31. Să se rezolve ecuaţia sin 3x = msin? w. Să se discute 
-soluțiile după valorile parametrului m. Se vor considera în parti- 
cular valorile m = 0 și m = 44. 
Soluție. Ținind seama de formula, sin 3%= 3 sin æ — 4 sin? a, 
ecuaţia dată se scrie 3 sing — 4 sin? = m sin? g i 
Suprimînd factorul sin v, care ne dă soluţiile 2 = kr (k întreg 
oarecare), rămîne ecuaţia de gradul al doilea 


4u2 + mu — 3 = 0, (1) 


unde am pus u = sin v. Ecuația (1) trebuie să aibă rădăcinile 
reale și cuprinse între —1 şi +1, pentru ca ecuația sin œ = u- 
să poată avea rădăcinile reale. 
Bieuaţia (1) are totodeauna rădăcinile reale, căci realizantul 
ei m? + 48 este totdeauna pozitiv, dacă m este un paramen 
real. | A 
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Să vedem în ce caz rădăcinile ecuației: (1) sînt cuprinse 
între —1 şi +1. Pentru aceasta facem transformarea t = T A 
Ecuația (1) devine 4(1 -+ t)? + m(1 — t?) — 3(1 — t?) = 0, sau 

(1 — mk +t Hil pm=0. (2) 


„__- Xouaţia (1) va avea rădăcinile cuprinse între-—1 şi +1 
cînd ecuaţia (2) va avea rădăcinile sale ambele negative. Pentru 
aceasta trebuie ca suma şi produsul rădăcinilor ecuaţiei (2) să 
fie respectiv mai mică şi mai mare ca zero, adică, 


ma bal NE A 
1—m 1—m 
Aceste inegalităţi sînt echivalente cu următoarele 


1—m>0, 1—m?2>0. 


Prima ne dă m < 1, iar a doua —i <m <1. 
Aceste condiții simultane se reduc la —1 < m < 1. 

aceste condiții (1) are rădăcinile sale cuprinse între 
 —1 şi +1, deci ecuația sin w = u are rădăcinile reale. 
Dacă m = 0, ecuația se reduce la sin 32 = 0, care admite 


soluțiile a = (k întreg oarecare). 
_Dacăm = +4 4, ecuația 4sin2 w + 4sin v — 3 = 0 are rădă- . 
cinile imaginare, conform celor stabilite. 


III.32. Se dă un unghi xOy =u şi un punct P situat pe Ox, 
distanța OP = 1. Fie P, proiecția lui P pe Oy, fie P, proiecția . 
lui P, pe Ox, fie P, proiecția lui P, pe Oy şi aga mai departe. 

Bă se calculeze suma lungimilor următoarelor n segmente 


L, = PP, + PPa +... + Pa- Po 
şi suma ariilor următoarelor n triunghiuri 
S, = aria OPP, + aria OPP + .:. + aria OPu Pe 
Soluţie. În triunghiul dreptunghi OPP avem 
OP = l, OP) = l cos u, PP, = lsin u. 
La fel, în triunghiul dreptunghi OP, P, avem 
OP, = OPicos u = l cos?u, P,P, = OP, sin u = l cos u sin u. 


> 
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Din triunghiul dreptunghi OP,P, deducem” Ea 
OP, = OP, cos u=l cosău, P,P = OPasin u = lcos?u sin u 


Demonstrăm prin inducţie completă că OP, = lcos"w; 
într-adevăr formula este adevărată pentru n = 1, 2, 3; să 
presupunem că este adevărată pentru n — 1, adică OP, = 
= lcos"”1u ; din triunghiul dreptunghi OP, Pn- deducem 


OP, = OP,- cos u = l cosu, 
adică formula subsistă pentru indicele n, deci este poneroii 
Din acelaşi triunghi deducem. 
P,-ı Pa = OPy-a sin U = l cos"-iu sin u. (1) 


Calculăm ariile triunghiurilor dreptunghice din suma Sy. 
2 aria OPP, = OP, x PP, = lcos uxlsin u = l? cos u sin u, 
2 aria OPP, = OP, X PP, = l cosu x leos u sin u = 
| = cos? u sin u, 
gi în general 
2 aria OP -1 Pa = OP, X C Ppa P, = lcos"u X costy sin u, 
2 aria OP,- P, = P cos™-tu sin w. (2) 


'Pinînd seama de formulele (1) și (2), deducem 
L, =l sin w+ l cos u sin u -+ ... + costu sin u, 
28, = V cos u sin u + 1? cos? u sin u +... + 1? costu sin t, 
sau scotîind factorul comun, | 
L, = lsin u(i + cosu +... + cos"1 4), 
28, = l cos u sin u (1 + cos? u + .. + ocos?2u). 


În prima (a doua) paranteză avem suma unui număr de n 
termeni în progresie geometrică, primul fiind 1, iar rația egală 
-CU q = Cos u (q = cos? u); dar 


l+grp+r... HES 
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' deci | 
l sin u (1 — cos?u 
De ( ) 


, 
1 — cos u 


i 2 
l2 cos u sin u (1 — cos™u) - 
28 


1 — cos2u 


l cos u (1 — cos27u4) | | 
= R e l (3) 
2 sinu 


Dacă n —> o, cos” u—> 0 şi cos2 u —> 0, pentru că cos u < 1, 
iar sumele L, şi S, tind către limitele 


AEE ape Et, =ciz|a], 


1 — cos u 
l cos u E ctgu 
EET P PERI A d E 
2 sin u 2 z= 


IIl.33. Dacă numerele 
1 1 -A 
b+c re zile a'a +b 


sînt în progresie aritmetică, să se ar ate că și numerele a2; b2, c2 
sînt în progresie aritmetică. 

Soluţie. Condiţia necesară şi suficientă ca trei numere 
A, B,0 să fie în progresie aritmetică este ca termenul mijlociu 
să, fie media aritmetică a termenilor extremi. Într- -adevăr, fie 
numerele A, B, C în progresie aritmetică și fie r rația progresiei ; 
după definiția progresiei aritmetice, 


B=A+r,0=B+r, 
de unde deducem prin eliminarea lui 7 


A+C 
2 


? 


= B — A=0 —B sau 2B=A+0, B= 


adică B este egal cu media aritmetică a numerelor A și C. 


Reciproca este adevărată ; dacă B = e, deducem 
2B—=A +0, B—-A=0-—B 
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| şi dacă însemnăm cu r diferenţa, B — A, deducem 
B—A=r,0—B=r sau B=A+r,0=B+r, 
adică numerele A, B, C sînt în progresie aritmetică. 
1 © 1 , 
Prin i —— înt în 
| Prin ipoteză numerele Fa cica PET progresie 
aritmetică, urmează că termenul mijlociu este media arit- 
metică a termenilor extremi, adică 


2 1 1 
c+a — ETTI 


şi scăpînd de numitori 
2 (b + c) (a +b) = (a + b) (c + a) + (c +a) (b + 0). 
Desfacem parantezele şi reducem termenii asemenea, 


2 (ba + b? + ca + cb) = ac + a? + be + ba + cb + 02 + 
| + ab + ac, 
2b? = 2-2, b2 = 


adică b? este egal cu media aritmetică a numerelor a? şi ¢?, 
deci numerele a2, b?, c2 sînt în progresie aritmetică. 


II.34. Dacă numerele 
EE S 1 
b—a’ 25? b-—c 
sînt în progresie aritmetică, să se arate că numerele a, b, c sînt 
în progresie geometrică. e l 
Soluție. Condiţia necesară şi suficientă ca trei numere A, 
B, O să fie în progresie geometrică, este ca termenul mijlociu 
să fie media geometrică a termenilor extremi. Într-adevăr fie 
numerele A, B, C în progresie geometrică şi fie graţia progresiei ; 
după definiția progresiei geometrice, 


| B=A xXg, 0C=BxXxq 
de unde deducem prin eliminarea lui g, 


== sa B? = A0, B = VAC, 


adică B este egal cu media geometrică a numerelor A şi C. 
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Reciproca este adevărată ; dacă B = V40, deducem 


Bi = 40, =£ 


şi dacă însemnăm cu g raportul 2 , deducem 


B G 
Puai = sau B=Axg9, 0C=B8xXxg9], 


adică numerele A, B, C sînt în progresie geometrică, 


Li Kd v 1 1 1 * 
Prin ipoteză numerele , — 3 ———sînt în progresie 


b—a 1 25 b-—c l 
aritmetică, urmează cë termenul mijlociu este egal cu media 
aritmetică a termenilor extremi, adică 


EOE. 1 


- sau scăpînd de numitori, 
(b — a) (b — cc) =b (b — 6) + b (b.— a), 
b? — be — ab + ac = b? — be + b? — ab, 
ac = b? sau b = Vac, 
adică b este egal cu media geometrică a numerelor a și c, deci 


numerele a, b, c formează o progresie geometrică, 


I. 85. Se consideră toate numerele care sînt divizibile cu 7 
şi sînt cuprinse înire 100 şi,1 000; să se calculeze suma lor. 
Soluție. Împărţim numerele 100 şi 1 000 cu 7 şi obținem 


100 = 7.x 14 +2, 1000 =7 x 142 + 6. 


Urmează că cel mai mic multiplu de 7, superior lui 100, 
este T X 15 = 105, iar cel mai mare multiplu de 7 3 inferior lui 
1 000, este 7 x 142 = 994. Multiplii lui 7, cuprinși între 100 şi 
1 000, sînt deci 


7 X 15, T X 16, 7T X17, ..., T X 141, T X 142, 
gau | 
105, 112, 119, 987, 994. 
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Aceste numere formează -o progresie aritmetică, în care 
primul termen este a, = 105, ultimul termen 4, = 994, rația 
r = 7, iar numărul n al termenilor este dat de formula 

y 0 = +in—1r 
deci | 7 
994 = 105 + (n — 1) xX 7, n — 1 = 142 — 15, n = 128. 
. Suma 8, a numerelor din această progresie aritmetică este 
dată de formula A 
g = PLX +a) 
n :2 
şi făcînd înlocuirile, 
g, — 1128 x (105 + 994) 
BE Aaaa 


= 70336. 


Ca exercițiu propunem să se determine, prin aceeaşi metodă, 
suma, multiplilor lui N = i cuprinşi între A = 1 000 şi B= 
= 100 000. 


ŢII.36. Media aritmetică a numerelor æ, y este egală cu 
media geometrică a numerelor a, b şi ambele medii sînt Colp ou 
az + by 
z+y 
Să se calculeze w şi y în funcţie de a şi b; caz particular: 
a = 9, b = 49. 


Soluție. Media aritmetică a numerelor v, y este zi y 


, iar 


media geometrică a numerelor a, b este Vab; prin etii 
aceste medii sînt egale cu Bi, adică avem sistemul de 


două ecuații, cu două necunoscute æ şi Y, 
i z+y =V% = az + by 
2 


z+y ’ 


` de unde deducem w +y = 2 Vab şi 


aw + by = (æ + y) Yab = 2ab. 
Avem deci de rezolvat sistemul 


s +y = 2Vab, aw -+ by = 2ab 
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de unde deducem y = —g + 2 Vab și a doua ecuaţie devine | 
aa + b(— o + 2 Vad) = 2ab, | 
2ab — 2bVab __25Va (Va — Vi) 


g = = 
a— b a— b 


Dar (a — b) = (Va — 5) (Ya + V), deci 


____25Va 
Va + Vb 
şi pentru motive de simetrie, 
2a Vb 
I= Va 


În cazul particular a = 9, b = 49, avem 
2x49x3 294 


a = L = 29,4 
3+7 10 
y=2%9x7_ 18 126: 
3+7 10 


Ca verificare, @ + y = 29,4 + 12,6 = 42 = 2 x 21 =2 x 
x V9 x 49; as + by = 9 x 29,4 + 49 x 12,6 =a E 
+ 617,4 = 882 = 2 x 441 = 2 X 9 X 49. 


III.37. Într-o progresie aritmetică, primul termen „cale a, 
rajia +, numărul termenilor 2n. Să se calculeze raportul — £ „unde 


A. este suma primilor n termeni, tar B suma ultimilor n toată 

Caz particular a = 1, r = 2. 

Soluţie. Într-o progresie aritmetică în care primul termen 
este a, şi rația r, termenul a, de rangul n și suma S, a primilor 
n termeni sînt respectiv | 
r n (a. 
da = a + (n — Dr, Sp = PRE, 

n(n — ir 


de unde deducem S, = na + î , deci 


(n — 1)r n(n—ì l 
Anne ARI a e e, 


A = na + 2 î 
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TO Ta Ă 
bi EI i i 


 Tosă primul termen b, din progresia aritmetică B, este egal 
cu termenul a, + 1 de rangul (n + 1) din progresia aritmetică 


A + B, deci b, = an+ = + nr gi înlocuind peste tot a cu 
a obținem l 
rii i r 
A | 2 
B na 4 ENDT ) 
BEEE 
A 2a + (n — 1)r 
B  2a+(3n—1)r) 


În cazul particular a = 1, r = 2 , avem 


— Z — ——— 
— 


oricare ar îi valoarea lui n, adică raportul dintre suma primelor 
n numere impare şi suma următoarelor n numere impare este egal 


1 . . » k 
cu —, oricare ar fi valoarea lui n. 


III.38. Dacă a, b, 0, d sînt patru numere în progresie geo- 
metrică, „avem, a +- d? > b? + 02; iar dacă a, b, c, d sînt patru 
numere în progresie aritmetică, avem ad < bo. 

Soluţie. Dacă numerele sînt; în progresie geometrică, q. 
fiind raţia, putem scrie a, b = aq, c = aq2, d = aq? iar inegali- 
"tatea, care trebuie verificată, devine 


a? + ag? > ag + aq sau (° + 1) a > g (9? + 1) 
Însă dacă împărţim cu numărul pozitiv (q? + 1) a2, inega- 
litatea nu-și schimbă sensul şi obținem 
qi —q2+1>aq2 sau (q2—1)2>0 


inegalitate evidentă, Pentru că patratul unui număr oarecare 
(g? — 1) este un număr pozitiv sau nul. Semnul egal corespunde 
la q? — 1 = 0 sau q= +1. 

Dacă numerele sînt în progresie aritmetică, r fiind rația, 
putem scrie a, b = a + ù, € = & + 2r, d =a + 3r iar inegali- 
tatea; care trebuie verificată, devine 


a (a + 3r) < (a + r)(a + 2r). 
dė- unde deducem inegalitatea evidentă 0 < 2r?, semnul egal 
corespunzind la r = 0. 
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UI.39. Se dă le 2 = L- 0,301 și jies 3 = DAT să se calculeze | 
logariimii numerelor a = 72, b = >, e = £. 


Soluţie. - 
a = 712 = 8 x 9 = 23 x 3?, lg a=lg 23 + ig 3, 


lg a =3lg 2+21g 3 =3 x 0,301 +2 x 0,477 = 0,903 + 
-+ 0,954 = 1,858. 


b=>=2 bila alea), 


23 ? 

lg b=2 lg 3—31g=2x0,477— 3 X0,301=0,954— 0,903 = 0,051. 
4 = 23. L2 
45 33x5 ~ 38x10 10? 

lg c=lg 25 —1g32 —1g10 = 3 x 0,301 — 2 x 0,477 — 1 = 

= 0,903 — 0,954 — 1 = Sni = 2,949. 
II. 40. Să se verifice că | 
T(L1+4+T +. „+ 100) = 304 + 307 + 310 + . . + 403. 


Soluţie. În TA din membrul întîi avem o roseis 
aritmetică în care primul termen a, = 1, rația r = 3, iar ultimul 
termen @, = 100; pentru a calcula numărul n al termenilor, 
folosim formula în care facem înlocuirile, 


4, = q, + (n—1)r, 100 = 1 + (n—1)3; n = 34. 


În membrul al doilea avem o progresie aritmetică în care 
primul termen b, = 304, raţia r = 3, ultimul termen bm = 403, 
iar numărul m al termenilor se deduce din formula 


ba = b, + (m—1)r, 403 = 304 + (m—1)3, m = 34. 
Suma progresiei aritmetice din membrul întîi este 
g Kata) 34. 1 + 100 
a Al 2 


= 17-101, 


iar suma progresiei aritmetice din membrul al doilea este 
Sa = Rt bn) — 34 . 304 +403 
2 2 
Deducem Sa = 17 5 101.7 = T e Ñi . 


= 17 707. 
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Pz m e i 5 i, i k B > T i: ` A : zi = - e & i x 
wr - r A : gra anaua i e 


ni, Pr “Patru i A, B. 0, D au razele egale respectiv | 


` ou u3, 4, 5, 6 cm ; ce relaţii simple exist între ariile şi volumele lor ? 
Solutie. Dacă însemnăm cu | 
a=3,b=4,0=5,d=6 
razele celor patru sfere, ariile şi volumele lor sînt egale cu 
Ñe = 4732, S, = 4042, S, = 452, Ba = 4862; 
33 3 4 53 
Ve E C a asa 
Însă 32 + 42 = 52 și 33 + 43 + 53 = 63, rezultă 
Ba + Sa = 8e şi Va + Vot Ve= Va. 
II.42. Se ştie că lg 2= 0,3010, lg 3= 0,4771, lg 7 = 0,8451. 


Să se afle cîte cifre are numărul 875% şi să se verifice inega- 
litatea 


2 000 
(3) > 100 000. 
80 


Soluţie. Numărul 875 descompus în factori primi este 
egal cu 53 X 7, deci 
lg 875 = 3lg 5 + lg 7.) 
Cunoaştem lg 7, dar nu cunoaştem lg 5; observăm însă că 
putem scrie 5 = =, deci 875 = t} -XT deci 


lg 875 = 31g 10 + lg 7—3 lg 2 = ne 0,845 1—0,903 0=2,942 1. 
lg 8754 = 34 x 2,9421 = 100,031 4. 


Am găsit că logaritmul lui 87534 are caracteristica egală cu 
100 și mantisa egală cu 0,314; rezultă că numărul nostru are 


100 + 1 = 101 cifre. 


Pentru a stabili inegalitatea cerută, luăm logaritmii în 
. ambele părți şi sensul inegalităţii se păstrează a l 


1 000 de > ig 100 000, 1 000 e| po) > lg 105, 


1 000 (4lg 3—3 lg 2—lg 10) > 5 lg 10, 
„1 000 (1,908 4 — 0,9030 —1) > 5,  1000x0,0054>5 
sau 5,4 > 5, inegalitate evidentă. 


207 . 


j 


III.43. să. se calculeze logaritmul 2 al lui A = 243: x x PS 

în baza a = 3V3 şi logaritmal y al lui B = 32X|/4 în baza 
= 2)2. 

Soluţie. După definiţia, logaritmi, æ este definit de 

ecuația exponențială a” = A. Dacă observăm că a este egal 


cu numărul 3 ridicat la puterea 2 , iar numărul A este egal cu 
numărul 3 ridicat la puterea x , ultima ecuație exponențială se 


reduce la = =, de unde deducem v = = = 3,6. 


La fel, y este definit de ecuaţia exponential y = B. 
Observăm că numărul b este egal cu numărul 2 ridicat la puterea 


Ži iar numărul B este egal cu numărul 2 ridicat la puterea 2 — < de 
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unde deducem ca mai sus- =- ay = = 3,6. 


I.44.1. Şirul numerelor naturale 1,2,3,4,. . . este împărţit 
pe grupe: 
grupa întâia conţine primul număr 1; 
grupa a doua conţine următoarele 3 numere 2 St; 
grupa a treia conține urmăoarele 5 numere 5, 6, 7, 8, 9; 
grupa a patra conține următoarele 7 numere 10, 11, 12, 13, 
14, 15, 16; 
și așa mai departe. 

Să se sorie numerele din grupa de rangul n și să se caleu- 
leze suma lor; caz particular n = 5. 

2. Să se studieze aceeași ice cînd. se înlocuiește șirul 
numerelor naturale 1, 2, 3, 4... cu șirul numerelor impare 
1,3,5,... 

Soluție. 1. Prima grupă conține 1 = 2 x1—1 termeni, a 
doua grupă conține 3 =2 X2—1 termeni, deci grupa de rangul- 
n conține 2n—1 termeni. 

Ultimul termen din grupa întâia este 1, ultimul termen din 
grupa a doua este 1+3 = 4 = 23, ultimul termen din grupa 
a treia este 1 +3 +5=9= ga, deci ultimul termen din 
grupa de rangul n este 


1+3 +5 +.. +(2n—1) = r. 
Urmează că ultimul termen în grupa de rangul (n—1) este 
(n—1})?, deci primul termen în grupa de rangul n este numărul 
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natural următor, adică (n—1)2 + a. Termenii din grupa de 
rangul n sînt deci numerele naturale consecutive 


(n—1)2 + 1; (n— 1)? + 2,. 
ei formează o progresie aritmetică în care a termen este 
= (n—1)? + 1, ultimul termen este an= n?, numărul ter- 
menilor este m = 2n—1, deci suma lor este 


g c Pilda ke) = Ce iant > o) atn ET: 


În cazul particular n = 5, termenii grupei sînt 
117, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 


9 (17+25) 


iar suma lor = 189, rezultat care concordă cu valoarea 


“lui S, pentru n = 5, 
= (2 - 5—1) (52—5 +1) = (10—1) (25—5 ~- 1) = 189. 


2. Prin ipoteză 
grupa întîia conţine primul număr impar 1; 
grupa a doua conţine următoarele trei numere impare 3, 5, T; 
grupa a. treia conţine următoarele cinci numere impare 9, 11, 
13, 15, 17; 
grupa a patra conține următoarele șapte numere impare 19, 
21, 23, 25, 21, 29, 31; ete. 

Ca şi în cazul precedent, grupa de rangul n conţine 2n—1 
termeni. 

Ultimul termen din grupa întiia este 1; ultimul termen din 
grupa a doua este al patrulea (1 + 3 = 4 = 2?) număr impar, 
adică 2 - 4—1 = 7; ultimul termen din grupa a treia este al 
nouălea (1 -+3 + 5 = 9 = 32) număr impar, adică 2 :-9—1 
= 17, deci ultimul termen din grupa de rangul n este numărul 
impar de rangul n?, adică 2n2—1. 

Urmează că ultimul termen în grupa de rangul n—1 este 
2(n—1)?—1, deci primul termen în grupa de rangul n este 
numărul impar consecutiv, adică 2(n—1)? + 1. 

Termenii din grupa de rangul n. sînt deci numerele npare | 
” consecutive 


2(n—1)? + 1, 2(n—1)? + 3,. 2n?— 1; 


ei formează o progresie aritmetică în care AA termen este 
a, = 2 (n—1)? + 1, ultimul termen este am = 2n2—1, numărul 
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termenilor este m = 2n—1, deci suma lor este 
__m(as-tan) __ 2n—1)(2(n—192-+1-+2n3 —1] să ER 
Daia = tai +n?) 
De exemplu, pentru n = 4, 
= (2 4—1) (82 + 4?) = 7 25 = 175, 
rezultat care concordă cu 


19 + 21+ 23 + 25 +27 + 29 +31 =Z +0 L7. 25= 175 


2 


1.45. Dacă a? + b? = 23ab, să se arate că 


a+b lga + igb 
fie] ape 


Soluţie. Adunăm la ambii membri ai egalității date nu- 
mărul 2ab şi deducem | 
(a + b} = 25ab. 
Trecem de la numere la logaritmi ; ţinem seama că lg 25 = 
= lg 52=—2 lg 5 şi obținem 
2 lg (a 4-b) =2 lg 5 +lga+lgb, 
sau împărțind cu 2, 


ig (à +b)—lg 5 = Eee. 


Însă diferența de Si din membrul intii este egală cu 
logaritmul cîtului —— £ H 


III.46. Se dau numerele 
æ = 02—2ab—b?, 
y =a + b, 
z = 02 + 2ab—b?, 
şi se cere să se arate că numerele x?, y?, z? sînt în progresie arit- 


metică. 
Caz particular a = 5, b = 1. 
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= - Soluţie. Condiţia pegeri şi suficientă ca numerele o, Y? 
22 să fie în progresie aritmetică, este | 


y — a? fi 


(y—2) (y + 2) = (z—y) (z +y). 
Dacă facem înlocuirile, avem 
y—a = 202 + 2ab, 
y+a = 2a2—2ab, 
z z—y = 2ab—2b?, 
` g+y = 2a + 2ab, 


sau 


şi produsele 
(y—2) (y + 2) = 4ab (a +b) (a—b), 
| = (z—y) (z + y) = 4ab (a—b) (a + b) 
sînt evident egale, oricare ar fi numerele a şi b. 
În cazul particular a = 5, b= 1, avem 
v =14 = 2 7, æ= 4 -å9, 
y = 26 = 2 - 13, y2? = 4 » 169, 
z = 34 = 2 17, 22 = 4 -289 
şi numerele %?, y?, 22 sînt în progresie aritmetică pentru că 
169—49 = 120 gi 289—169 = 120. 
Dacă P (s, y, 2) este un polinom în raport cu variabilele 
S, Y, 2, cu coeficienți numere întregi, ecuaţia P (v, y, 2) = 0 
poartă numele de ecuație diofantică, cînd se studiază din 
punctul de vedere al determinării numerelor întregi Dy Y g 
care o verifică. 
Cea mai simplă ecuație diofantică este ecuația pitagorică 
g Hy =z, 
iar numerele. întregi %, y, 2, de exemplu 3, 4, 5, care o verifică, 
se zice că formează un triunghi al lui Pitagora sau un triunghi 
dreptunghi numeric. 
Dacă numerele v, y, z sînt prime între ele, se demonstrează 


că numerele v şi y sînt unul par şi celălalt impar; dacă a este 
par, se demonstrează că soluţia generală a ultimei ecuații osta 


D= 2ab, y = &@—b?, z = a? + b? 
în care a este număr întreg par, iar b număr întreg impar. 
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Cu aceste făcute. sroblenia. propusă CR fi eninţată e 


sub forma "următoare : soluția generală a ecuației diofantice 

g? + g = 2y? ` 
este a. 5 
æ = a? — 2ab — b?, y = a? + b?, z = @ + 2ab — b?, 
în-care a şi b sînt numere întregi. De altfel, ultima ecuație se 
reduce la ecuaţia pitagorică, 

X? + Z? = y? 

dacă punem 


x = şi Pie be | 


Ecuația x? + 22 = 272 poartă numele de ecuaţia lui Pibonaoi 
care şi-a propus să determine un pătrat perfect şi un număr 
întreg. aşa fel ca suma acestor două numere să fie un pătrat 
perfect, iar diferența lor să fie un alt pătrat perfect. 


11I.47. Dacă laturile unui triunghi sânt în progresie arit- 
metică, iar aria lui egală cu patru cincimi din aria triunghiului 
echilaieral având acelaşi perimetru, să se demonstreze că laturile 
lui sânt proporționale cu numerele 7, 10, 13. 

Soluţie. Laturile a, b, e ale triunghiului fiind în progresie 
aritmetică (r raţia progresiei.), pot fi scrise sub forma 


a=1—r, b=1, c= +r, 
perimetrul lui este a + b T c = 3l, deci latura triunghiului 


echilateral este Z; urmează că ariile k şi 2 ale celor două triun- 
ghiuri sînt date de formulele 


12 3 
S= p (p — a) (p — b) (p — 0) X= ri 
uhde 
2p =a+b+e=3, 
deci | 
31 I l 
Den sf IV Ja Aba iul am air a dem Amir dazalla. 
de unde deducem 
ga — 31212 — 4r?) 2 314 
= 16 4 16 
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a ai 


. di ae 
PE g 


OS: | ia s E 
„Prin ipoteză S = = , deci £? = = » deducem 
| 25 (12 — 4r?) = 1612 


sau 3l = 107, deci r = Z, iar lungimilor laturilor triunghiu- 


lui devin îi 
7l 
a = l — r = —; 
10 
b=] =”, 
10 
131 
c=l 4r = B | 
adică laturile sînt într-adevăr proporţionale cu numerele 7, 10, 
13, coeficientul de proporţionalitate fiind + . o 


III.48. Să se calculeze suma numerelor divizibile cu 16 
şi care sînt cuprinse între 61 și 6116. 


Soluţie. Împărţim numerele 61 și 6116 cu 16 şi obţinem 
61 = 16:3 + 13, 6116 = 16-382 + 4. 


Urmează că cel mai mic multiplu de 16, superior lui 61, 
este 16:4 = 64, iar cel mai mare multiplu de 16, inferior lui 
6116, este 16- 382 = 6112 Multiplii lui 16, cuprinși între 61 şi 
| 6116, sînt 

16-4, 16-5,. ..,16:382 
sau 

| 64, 80,...,6112, 

Aceste numere formează o progresie aritmetică, în care 
primul termen este a, = 64, ultimul termen este a, = 6112, 
raţia r = 16, iar numărul n al termenilor este dat de formula, 

an = & + (n — 1)r, 
adică ` 
6 112 = 64 + (n — 1) 16, 
de unde deducem n = 379. i 

Suma S, a numerelor din această progresie aritmetică este 

dată de formula 


S, = at) 3004 + 0112) — 1 170352. 
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IV. 


ALGEBRĂ SUPERIOARĂ 


IV.1. Se consideră toate triunghiurile (7) în care, DY Z 
fiind lungimile laturilor, avem relaţia 


s = 2 (y—2). (4) 


Pie 2p perimetrul triunghiului. Se cere: 

+ 1. Să se determine, în funcpie de p, lungimile - laturilor 
acelora din triunghiurile ( T) care au un unghi drept şi în care a, 
sau y, este ipotenuza. ; 
„9. Între ce limite trebuie să varieze e peniru ca, cu mărimile 
æ, y şi z ce satisfac relaţia (A), să se poată forma un triunghi 
oarecare cu perimetrul 2p dai. 

3. Să se studieze variația produsului aya cînd w variază 
între limitele găsite., 

4. Luînd p = 12, să se determine toate triunghiurile (T) 
ale căror laturi, sînt exprimate prin numere naturale. 

Soluţie. 1. Laturile v, y, 2 ale triunghiurilor căutate satisfac. 
sistemul de trei ecuații cu trei necunoscute 


æ = 2(y—2), v +y -+z =2p, æ? = y4? -4 2, œ = ipotenuza 
sau ii | 

æ = 2 (y—z) æ +y -+z = 2p, y? = æ 4+ 2z, y = ipotenuza. 

Din primele două ecuații deducem 
x z , 
r 9 a 
şi făcînd semisuma și semidiferența, 
3x 


EE E E 
y=p- 7 =P- 
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“Dacă a este ipotenuza, ecuația g? = y? + 22 devine . 
S Na 3 2 
(ej), 
342 + 16px—16p? = 0, 


_(-824V7)p, 
sii 3 


Bau 
deci 


NED E şi dea 


Reţinem numai rădăcin apozitivă v= 
5—V7 = 
y =-5=0e, z = (3—V7)p. 


Dacă y este ipotenuza, ecuația y? = x? -+ 22 devine 


p-r] 


; ; 2p . 
sau 322—2pz = 0 şi cum s Æ 0, rămîne v =- , iar 
6 2 


Avem două clase de triunghiuri dreptunghice (7): 
4(Y7-—2 5 — V7 
(y )p ; Z ( Y7 Jp =(3— VTP; ; 


( Ti), zipotenuza, Ø=. E y = ` 
EA _2 5p p 
(72), y ipotenuza, = , y=, gs2. 


2. Într-un triunghi oarecare, o latură este mai mică sau 
egală cu suma celorlalte două şi mai mare sau egală cu diferența 
lor, egalitatea corespunzind cazului limită cînd cele trei vîriuri 
se află pe aceeaşi dreaptă, deci y—z [Kæ Ky +z sau făcînd 
înlocuirile 


=< æ < 2p—zr. 


Din z>- deducem z > 0, iar din x 2p—z deducem 


æ <p, deci x trebuie să se afle între limitele 
| 0 <a <gp. 


3. Produsul P = yz devine, înlocuind pe y şi z cu valorile | 
. lor, Ia - P 
sz) 3x? — 16px? + 16p°x 


o. ——— m 0 


Calculäm derivata 
2 2 
PY ) 9r spe + 16p „ 


44 + V7)p 
9 


Derivata se anulează pentru æ = ;rădăcina v = 


Sa trebuie exclusă pentru căaltfel var îi mai mares 
ca p, adică în afara intervalului 0 < æ < p; rămîne 
g= 4P, 

9 


Cind œ crește și trece prin această valoare, derivata P'(z) 
trece de la valori pozitive la valoarea zero și apoi la valori 


. _ negative, deci funcția P (4) admite un maxim egal cu 


p (44 —V7)p) _ 8p* (07 — 10), 
9 Ei 243 
Putem forma tabela de variaţie 
4(4—V/7)p 
DCR tă p 
—7p? 
16 


8p? (7/7 — 10)| 3p? 
16 


4. Triunghiurile oarecare, dacă satisfac condiţia iniţială (A) 


au laturile 


s = s, y=p-5, z=p =- 7. 
Dacă p = 12, 


g = g, y = 12-23, z = 12 E 
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=. Condiţia, necesară și suficientă ca w, y, 2 să fie numere 
naturale este ca w să fie multiplu de 4, œ == 4k, deci . 


æ = 4k, y = 12—k, z = 12 —-3k. 


Însă am văzut; la punctul 2 că aceste trei numere sînt laturile 
unui triunghi oarecare cu perimetrul 2p, dacă 0-< x < p, deci 
0<æ<12 sau 0<Kk<3 şi cum k este un număr natural, 
rezultă, următoarele cazuri posibile 


k=1, h=2,k=3. 


În cazul k =1, avem z = 4, y = 11, z = 9, iar în cazul 
k = 2, avem g = $8, y = 10, z'= 6. În cazul ps 8 avem 
æ = 12, y = 9, z=3 ; în acest caz 2 = y -+2 şi deci toate 
virturile sînt pe o aceeaşi dreaptă. 

Dintre aceste triunghiuri oarecare, cu laturile egale cu 
numere naturale, trebuie alese triunghiurile dreptunghice 
(T); dacă astfel de triunghiuri există, ele sînt de clasa (T3), 
în care y este ipotenuza, pentru că în ambele cazuri y este cea 
mai mare dintre laturi ; triunghiurile ( T3) există dacă y? = æ? + 
+ 22, adică l 
11? = 4? + 92, 10? = 8? + 62. 


Prima egalitate nu este adevărată pentru că 121 = 97, a 
doua egalitate este adevărată pentru că 100 = 64 + 36, deci 
în cazul considerat existăun singur triunghi dreptunghi (T) cu 
laturile egale cu numere naturale şi anume triunghiul cu laturile 


LI = 8, y = 10, 2=6. 


1V.2. Un proiectil cade pe verticală de la înălțimea de 1 800 
m, fără viteză inițială. 

Să se împartă această înălțime în trei porțiuni astfel ca 
timpurile de parcurgere ale acestor porţiuni să fie egale între ele 
(nu se ține seama de rezistența aerului). 

Să se generalizeze. 

Soluţie 1. Proiectilul cade din O pe vârticala Os; fie M 
poziţia lui după t secunde şi fie OM =s drumul parcurs ; ; 
ecuația mişcării este 


B = — gi? + vot + 8, 
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în care viteză iniţială Vo =Q şi ax =0 pentru că M porneşte 
din originea O, deci | 


3 1 
9 == 2 
Goa 


adică drumul parcurs este proporțional cu pătratul timpului. 
Fie h, la l lungimile celor trei segmente şi fie sı = h, 
S = h Flay ss =h +h +l; epafiul sı = ļ} este parcurs în 
i, secunde, spaţiul s, =h +l, în t +i = 2t secunde, iar 
spațiul s = L + + laîn ti Fi t + t = 34, secunde, de unde 
deducem , ţinînd seama că L + la + ls = 1 800 m, 


E SIDE BOES A 
2 =- 2 
E at oR 
sau 
d h+k = Ltl +h = 200 m 
1 4 9 
deci 


l = 200 m, 1, = 600 m, ls = 1000 m. 


2. Problema poate fi generalizată; fie H înălțimea de la 
care cade un proiectil fără viteză inițială; să se împartă H în n 
porţiuni astfel ca timpurile de parourgere să fie egale între ele. 
Dacă notăm cu ls los, cele n porţiuni, un raționament 
analog cu cel de mai sus "conduce la sistemul 


a Ltk P athos th _ H 
ja a TT n2 ne 


de unde deducem 


E E ] H(32 — 22) 
SR, ks HED, ps, 
n n n 


Ca verificare, suma 4 +l +. tha =H. 
IV.3. Se consideră funcţia 
y = æ5—5 cosa st + 5g +a = f(a), 
a și à fiind nişte parametri reali, şi se cere: 


1. Presupunând « =0 și A = 1, să seconstruiască curba 
reprezentativă a funcției, deducînă din variaţia ei numărul ră- 
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dăoimălor reale ale ecuaţiei Î(2) = 0, stabilind aproximativ pozițiile 
lor pe axa Ov. 

2. Să se determine ce valori trebuie să ia a în cazul general, 
pentru ca y să nu aibă nici mazime, nici minime. 

3. Dacă « este nul, pentru ce valori ale lui A „ecuaţia 
f(x) = 0 nu are decît o singură rădăcină reală? 

Soluţie. 1. Pentru œ = 0 şi A=1, funcţia f(x) devine 


y = a5 —5at + 5x3 +1 = f(x). 
Derivatele y’ Şi y” sînt 
y' = 5a? (a? — 4g + 3), Y” = 2a (2a2—6a +3). 
Ecuația y' = 0 are o` rădăcină dublă egală cu zero și două 


rădăcini reale şi diferite 1 şi 3. 
Ecuația y” = 0 are trei rădăcini reale și diferite : 
0: 2— LEI 13 sre y3 

7 2 


are trei EL de n. 
Şirul lui Rolle este (am suprimat rădăcina dublă a derivatei) 


j(=) 10 F FH oo) 
. —00 2 —26 -+ co 


» deci diagrama de ecuaţie y = f(®) 


de unde deducem că ecuaţia f(x) = 0 are trei rădăcini reale 
cuprinse în intervalele (— œ, 1), (1, 3), (3, + œ). 
Acest lucru se poate vedea şi din reprezentarea grafică a - 
funcției : cînd w creşte de la — co la 1, derivata f'(w) este pozitivă 
şi funcţia y crescătoare de la — co la, 2, deci în acest interval 
diagrama taie axa Ox o dată ; cînd œ creşte de la 1 la 3, derivata - 
f'(x) este negativă şi funcția y descrescătoare de la 2 la —26, 
deci în acest interval diagrama taie axa Ox o dată; cînd w crește 
de la 3 la + œ, derivata f'(x) este pozitivă şi funcția y creşte 
de la —26 la + œ, deci în acest; interval diagrama taie axa Ox 
odată. 
“Diagrama are tangentele orizontale în punctele A (0, 1), 
B (1,2), 0(3,—26). Tangenta este staționară (traversează 
diagrama) în A, care este un punct de inflexiune; B este un 
punct de maxim, iar C un punct de minim al funcției. 


_219 


Celelalte două puncte de inflexiune ale diagramei sînt D, pe 
arcul AB și E, pe arcul BO (fig. 41). l oar 

Putem micșora intervalele în care se găsesc cele trei rădăcini 
reale 2, Va 23 ale ecuaţiei f(x) = 0, calculînd f(—1) = — 10, 

f ) = 1, f (1) =2, f (2) =— 7; f (3) = — 26, 
Î(4) = 65, deci | 
—1 <a <0, 1 <a <2, 3 <t <4. 

Împărțim mai departe fiecare din aceste 
trei intervale în 10 părți egale şi calculăm valo- 
rile lui f(x) în punctele de diviziune; se 
găsește : 

f (—0,6) =— 0,805 72, f(— 0,5) = + 0,031 25 
deci 
— 0,6 <a, < — 0,5. i 

Împărţim și acest interval în 10 părţi egale 
şi avem l 
f(—0,51) = — 0,036 01, f(—0,50) = + 0,031 25 
deci 

— 0,51 < xı < —0,50. 

La fel se găseşte 
f (1,51) = + 0,043 75, f (1,52) =— 0,017 01 
deci 

1,51 < 2 < 1,52. 

La fel se găseşte 
f (3,60) = — 0,866 24, (3,61) = + 0,157 87 
| deci 

PEH 3,60 < %3 < 3,61. 

Deci prin-simple încercări am calculat cele trei rădăcini 
ale ecuației f(z) = 0 cu o aproximaţie de 0,01. Dacă s-ar fi 
cerut să le calculăm cu o mai bună aproximaţie, am fi aplicat 
metoda coardei (a părţilor proporţionale), sau metoda tangentei 


(a lui Newton) sau:metoda iteraţiei (a aproximaţiilor succesive). 
2. În cazul general, adică « şi -A oarecare, derivata y' este 


y’ = 5a2 (a2—4a cos a + 3). 


| Funcția f(x) nu admite nici maxime, nici minime, dacă 
y'> 0, adică dacă trinomul w? — 4w cos « + 3 are rădăcinile 
egale sau imaginare, adică discriminantul 16 cos?g—]2 <0, 


de unde deducem cos2a <L să sau — JE < cosa <|; această 


dublă inegalitate este satisfăcută dacă 30° < a < 150° sau în 
general - 


st kr < a<" + kr.. 


3. Dacă « = 0, iar à oarecare, ecuația 
f'(a) = 58? (x2—4g + 3) = 0 E 
are rădăcinile 1 şi 3 reale simple şi o rădăcină reală dublă. 
Şirul lui Rolle este (am suprimat rădăcina dublă a derivatei) - 


f(—c0) F)  î(3)  f(+ oo) 
—c00. AFI A—27 +o. 


Acest şir are trei intervale, deci ecuaţia f(x) =0 are 
trei rădăcini reale, dacă A + 1 > 0 și A—27 < 0, adică —1 < 
A < 27; sau o singură rădăcină reală, dacă A + 1 şi A—27 sînt 
de acelaşi semn, adică produsul (A + 1) 4—27)>0, „deci 
A< —]l sau ù >27. 

Ce se întîmplă dacă A = —1 sau A = 27 ?. Dacă A = —1, 
avem f(1)=0, f'(1) = 0, f'"(1) Æ 0, deci 1 este o rădăcină dublă 
a ecuaţiei f (x) = 0, iar între 3 şi œ avem încă o rădăcină simplă, 
pentru că f(3) = — 28 < 0, f(4+ œ) = + œ> 0. Dacă A = 
= 27, avem f (3) = 0,f'(3) = 0, f''(3) Æ 0, deci 3 este o rădăcină 
dublă a ecuației fie) = 0, iar intre — co şi 1 avem încă o rădă- 
cină simplă, pentru că 1(— œ) = —co < 0, f(l)=28>0. 

În rezumat, ecuaţia f (æ) = 0, pentru œ = 0, are o rădăcină 
reală şi una singură dacă | 


A< —1 sau 21 <A. 


IV.4. Dintr-un balon, care se înalţă în direcție verticală 
cu o viteză constantă de 10 mjs, se dă drumul de la o anumită 
înălțime unei încărcături la care este atașată o mică cantitate de 
explosibil pentru a marca căderea pe pămînt, iar după 12 s 
unei a doua încărcături, ambele avînd viteza inițială zero față 
de pămînt. Operatorii din nacelă aud explozia primei încăr cături 
după 15s de la lansarea ei. 
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~. -Ke cere să se doloria înălțimea de la care a fost lansată 
prima încărcătură, precum şi intervalul de omp scurs între -cele 
două explozii. 

(Viteza sunetului se va calcula cu 332 mjs şi acceleraţia, gra- 
aitațională cu 9,81 m|s?. Nu se va ţine seamă de rezistența aerului 
gi de eventualele diferenţe de temperatură.) 

Soluţie. Să notăm cu î, timpul scurs de la lansarea primei 
încărcături pînă la producerea exploziei, iar cu s, spaţiul parcurs 
de ea în acest interval de timp. Avem formula 


= = gi = 29,81 m 
În momentul cînd se aude explozia primei Inele oi URI, 
balonul se află la înălțimea 
3 + 15 x 10 = (4,905 2 + 150) m. 


Timpul necesar sunetului pentru a ajunge la operatorii 
din nacelă este (15—i,) s, deci înălțimea la care se află balonul, 
în momentul cînd se aude din el sunetul primei explozii, se 
poate calcula și cu formula 332 (15—i,). Deci putem serie 


4,905 t2 + 150 = 332 (15—4,), sau 
4,905 2+ 332 h — 4830 = 0. 
Rădăcina pozitivă 1, a acestei ecuaţii este 
— 166 + V166? + 4830 x 4,905 _ — 166 + / 51247415 _ 


4,905 4,905 
__ — 166 + 226,378 __ 60,378 = 12,309 s. 
4,905 4,905 


înălţimea de la care a fost lansată prima, încărcătură este 
8, = 4,905 x (12,309) = 743,164 m. 
Înălţimea de la care a fost lansată a doua încărcătură este 
S = 3, + 12 x 10 = 863,164Ţm. 


De altă parte, dacă însemnăm cu t, timpul scurs de la 
lansarea celei de a doua încărcături pînă la producerea. exploziei; 
aven: i 
Sa = 863,164 = 4,905 t, 

"863,164 


ir = 175,97 = 13,266 s. 


ta = 
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să îngemnibui cu T, timpul SCUTS dè la lansarea celei de a 
; dons încărcături pînă la auzirea exploziei, din balon. În mo- 
mentul cînd se aude din balon explozia ei, balonul se găsește 
la înălțimea 
83 + 10T, = 863,164 + 107, m 
'Timpulnecesar sunetului exploziei celei de a doua încărcături 
ca să să ajungă la operatorii din nacelă, este: 
T—ta = T,—13,266 S. 
Deci putem scrie egalitatea : 
863,164 + 10T, = 332 (7,—13,266), 


de unde deducem 
T, = 16,358 s. 


De la lansarea primei încărcături pînă la auzirea exploziei 
au trecut 15 s; de la lansarea primei încărcături pînă la auzirea 
exploziei celei "de a doua a trecut (12 + 16,358) s. Deci inter- 
valul de timp scurs între cele două explozii este 


12 + 16,358—15 = 13,358 s. 


IV.5. Se consideră şirul de numere s, definit prin raaja 
de recurenţă * 


D= PL +4, LÈ = Ph + 4,- -2n = Pa td 


P, d», Vo fiind numere pozitive, iar pentru 1, luându-se valori 
pozitive. i 
1. Să se arate că acest şir este crescător sau descrescător 
după cum w, este mai mic sau mai mare decît vaadeina poetul a 
ecuaţiei 

—pg—q =Q. 


2. Să se găsească limita acestui şir. 
3. Să se interpreteze în modul acesta limita expresiei, 


V2 227 


Soluţie. 1. Pentru ca şirul să fie crescător, trebuie ca 2,1 Si 


> Pm Sau (deoarece s, > 0), 42,4, > 22, pentru toate valorile 
întregi şi pozitive ale Tui m. 

Ținînd seama de relaţia de recurenţă, aa inegalitate 
se mai scrie Pin +4> a, 02 m— PE —q <0 
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Această inegalitate fiind valabilă pentru toate valorile 
ră m, : întregi pozitive, putem face m = 0, şi căpătăm 


— pz —q <0 | | 
Această inegalitate atrage după sine 


5 (2 -VEFA FA) < a < (2+ Fa); 
dar 2 > 0, iar - (> — Yp + 19) < 0, deci rămîne 


z <4(? +F]. 


Aşadar, dacă şirul este crescător, 4 este mai mic decît 
rădăcina pozitivă a ecuației x?—ps—q = 0. 
Reciproc, dacă v, este mai mic docil rădăcina pozitivă a 


ecuaţiei w? — px — q = 0, adică 29 < = HE + Vp2 + 44 2a) y re 


'zultă că a2 — pr —q9<0, sau 2 < pL +q, sau a <a, 
t > To i l 
= Din ultima inegalitate, deducem pa, + q > Pro + 4q, sau 


2 > 02, a Sa > o 


Din aproape în aproape deducem £y < 4, < Lg L... < Lms 
deci şirul este în acest caz crescător. 

Dacă şirul este descrescător, avem myy < Lm Vti < Va 
pentru toate valorile întregi și pozitive ale lui m. Ultima inega- 
litate se mai serie 


PEm H 4 < 7, Sau 8 — Pln — q > 0. 
Făcînd aici m = 0, obținem aġ—pro—4 > 0, 

deci sau £y < G — Vp2 + za) ; 
"sau l 

1 —— 
> (2 + Vp? + a9). 

Prima inegalitate nu este acceptabilă, căci wọ > 0. 
Rămîne 2 >= p + Vp? + 49|; în cazul cînd şirul des- 


creşte, X, este deci mai mare decît rădăcina pozitivă a ecuaţiei 
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æ? —pë—q = 0. kamio dacă această condiţie de inegalitate 
este _ verificată, înseamnă că de — P24 > 0, 22 > Plo + d ` 
D > ai, > D 
Din ultima TA se deduce pæ, -+ 4> Ppr E - 0, 
ai > a, 2 > a, Din aproape în aproape se deduce 2 > 
>>> ... > La Adică în acest caz şirul este descrescător. 
„2. Dacă şirul este crescător, am văzut că 


t2- — Pn —q <0, deci £n < A $ Vp 2 L åy T a), 
adică termenii șirului nu cresc peste orice limită, şirul este 


mărginit superior, deci are. o limită mai mică sau egală cu 


/ 


= 2 + Vr? + aa). 
Dacă şirul este desoţeacator, am văzut că 
22 —PEn— q > 0, deci Lp > — ICE + Vp2 + ag z): 


adică termenii PE nu descresc sub orice limită, şirul este 
margene inferior, deci are o limită mai mare sau cgala cu 


Zip + Vp? + 49). 
Aşadar, fie că esté crescător, fie că este descrescător, girul 
dat este convergent și are ca limită pe 7 = H p+ Vp a) ră- 


dăcina pozitivă a ecuației 2 = pl + q, obținută făcînd pe m 
să tindă către infinit, în relația de recurenţă. 
3. Observăm că ` 


m= VTF Pto a = Vg F pa =| g +p VIF poi 
ni an= a+ apat.. tpi pm 


în expresia lui 2n numărul radicalilor fiind m. 
Pentru v, = 0, p =1, q=2 obţinem şirul 


a =V2, a = V2 +T. a, Dm = V24 V242 F Di CEE f 


15 — Culegere de probleme 
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| După cele spuşe mai sus, acest şir este crescător, căci 
æ = 0 este mai mic decît 2, rădăcina, pozitivă a ecuației Da | 
— =0. ch 


- Limita șirulni este o egală cu a(t 1+1 +8 3) =2 


. -- IV.6. Să se rezolve şi să se discute sistemul de ecuații 
x +by +z =1, ax +y + l=], v+ oy +z=1 
Soluție. Să rezolvăm sistemul-.cu regula lui Cramer. Avem 


i 1b1 l 151 l 

A = |a 1 d] = (ad) (c—b), A = |1 1 d| = (1—ä) (e=b)) 
Lei 3 icl zii 
111 1 b1 7: | 

A, =|a 1 di|=0, - A, = la 1 1| = (a—1) (e—b). 
111 lci m E 


Vom face acum mai multe ipoteze asupra lui a, b, c, d: 
cb, a#Æd, în acest caz sistemul admite soluția 


1—ad, —1 
Ta: t7 0, z = Z 
c 4 b, a =d Æ 1, sistemul este imposibil. El este reductibil 
la forma æ -+ by +z=1, e +Z „H2 = Z, + 0y+2=1 
(a =d Æ 0)gşi cum y = 0, rezultă imposibilitatea æ + z=1, 
sau la forma . - 


g = . 
a— d 


a india a1 j 


a + by +e=l, y=1, v+ ey +z=1 (a=4=0) 
şi cum y = 0, rezultă, imposibilitatea .0 = 1. 
(Sistemul admite în acest caz soluţia improprie 
| æ = + œ, y=0, z = F œ). 
c = b, a = d = 1, sistemul este nedeterminat, căci avem y = 0, 


iar æ şi z sînt determinati de o singură ecuație g +z=li. 
c+b, a+dđ=1, sistemul admite în acest caz soluția 


- @ = 0, y = 0,7 = 1.. 


cb, dÆ a = 1, sistemul admite soluţia v =1, y = 0, z =0. 
e= b, sistemul este nedeterminat, căci prima cotați este iden- . 
tică cu a treia. 
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| “IV. A să se PRR şi să se. aiui sistemul de ecuații ad. by i: 


_+oz=b+ae, ba + ey. + az = 0 +a, c% + ay + bz = a + b. 
Soluţie. Să rezolvăm sistemul cu ajutorul determinanților. 


Calculăm cei par deter minanți cate’ intră în expresiile lui 


Ti Yy Zy ~- E 
a b ce Rae aude CĂ 
A=|B ce a| =(a+b+e) (ab + be + ca—aq2-+-b2—02); 
cab | | | 
îi b+e b c 
A= |c +a c aļ=0; 
a+b a b 
coo Ja be o ; e 
A=|b c+a a| = (a+ b + cey(ab+ be + ca—a—b?— e); 
ps ec a+b b e 
a bb+e EN $ oa P 
A:=|b e c+a ii Ciric zi, (ab + be + ca—a?—b?— e?) ;. 
ca a-+hb 
Discuţie. Dacă a + bt op Ù a s b £ o, avem soluția 
v=% 0, y = — =], s=% m] 


Dacă a+ b+ e=0 sau dacă a= b = €, “sistemul 


- “este nedeterminat; În. adevăr, în primul caz, însemnind cu 


E, = 0, E, = 0, E = 0 cele trei ecuaţii, avem 
tai ae (a +b +o) (e +y +e) —2(a+b+e)= 0, 
E, + E, + E; = 0, 


deci cele trei ecuații nu sînt independente, sistemul este nede- 


terminat. 

În al doilea caz, a = b = ¢ +Æ 0, sistemul se reduce la o 
singură ecuație w + y +z = 2, deci este nedeterminat. 

Dacă a =b = 0 = 0 sistemul de asemenea este nedeter- 
minat, căci este verificat pentru orice valori date lui v, y, 2 


IV. 9. Un sector sferic, de volum dat, aparține unei sfere 


de rază necunoscută; să se determine raza 'sferei și unghiul sec- 
torului, astfel ca ar ia totală să fie maximă. 

Soluţie. Fie v raza sferei, iar a unghiul sectorului plan care 
dă naştere sectorului sferic. 
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Aria totală a sectorului sferic se compune din aria calotei 
‘care-i serveşte ca bază şi din aria conului care are ca bază, 
baza, calotei şi ca virf centrul sferei. 


Lă [ d Lă - » 
Înălțimea calotei este z — æ cos Ž = 2x sin? {7 int aria 


Sia 


calotei este 4ra? sin2 — Ă 
Raza conului este 2 sin zi iar aria laterală a conului este 
ra? sin Z. Deci aria totală a sectorului sferic este 
“S= al (4 sin? Ž + sin Ž |, 
4 2 
Volumul sectorului sferic este 
l Angr? sin2%)-2 4 EE. 
ng? sin2%|— = = rg sin? Ž 
l 4f3 3 4 
și | 4 
Scriind că acest volum este egal cu constanta -x zta, avem 
x3 sin2% = a. 
4 G, 
Acum avem de studiat variația funcției y =rg? [+ sin? $ + 
+ sin a) , & Şi æ fiind legați prin relația wĉ?sin? I =. 
Din a doua relaţie deducem sin == L E e} şi cuma < 360°, 
ca x Ă 
« Anno as CX 
3 < 90 „Sin T >0, vom lua 
. æ i ( a \2 
sin 4 = + |+|. 
Ai (i 
Valoarea corespunzătoare pentru y este, după ce înlocuim 


E sin > = 2 sin Sa — sine # — sin? — — 


- 2xa Va (2a Vx + Vaz? = aè) 
(ali a a RE ca | 
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Derivata. y’ are valoarea” 


i _ za za Va (z3 + 2 — 4a „Va S — 5 


y a zi —aă - 


şi se anulează pentru valorile lui v egale cu rădăcinile ecuației 


iraționale 
s? + 2a? Sià saI —a = 0. 


- Izolînd radicalul şi ridicînd la patrat, ecuația devine 


æ — 12a3a3 -+ 2006 = 0 


care are rădăcinile vi = 10a3; d = 2a?. Singurele rădăcini 

reale sînt m, = 0/10 și v, = a |2. Pentru æ = a, derivata 

se anulează trecînd de la minus la plus, deci această valoare dă 

un minim, pentru 2 = z avem un maxim a cărui valoare este 
A , 


3a2 Va. 
i “sted EE E a EE 
Unghiul æ- este dat de relația sin r zar a E 
sin É = , deci — = 45°, « = 180° 
4 V2 


IV.9. Ce legătură trebuie să existe înire constantele agi 


d pentru ca valorile maximă y, şi minimă yY, ale funcției 


[223 + 2 (a — b) x + b? — 2ab + 1] 


y= 
41ih 


să size) condiția Yı + ya =0î Să se calculeze Yı ȘI Ya 


gi să se figureze variaţia lui y când b = 5. 


Dacă PQ este o coardă paralelă cu Oz şi M- mijlocul ei, 


între distanțele MM" şi OW la og şi Oy, avem 


> MME dt ata 
i 5 x OM: 
Ce curbă descrie M? l 
tai Derivata funcției y este . fa 


n _ 2@— d) (2? — 2bz + = 1) 
á (FI Zap 


i 


Această derivată se anulează pentru valorile v =b 1. ~ 
Dacă b > a, atunci valoarea Yı corespunzatonte lui æ = b—1 


— 0 ~ 
este un mazim a cărui valoare este ue nu cealaltă, valoare 


Yos corespunzătoare la æ =b + 1 este în acest cazun minim 


1+a 
a cărui valoare este Va = i atunci Yı este :- 


un minim, iar y, este un pie | | 
Condiţia Y FY =0 devine 124 peT E of =O} efectuînå 
calculele, ab = 1. E 


- Dacă b = 5, atunci a = 5 şi y devine 


y — 52 — 482 +7120 
Y= peA 


Variația acestei funcții se face cu uşurinţă. Curba. are 
trei asimptote, paralele cu axele de coordonate y=], t= 
= + 2 y6. 

Există un punct de mazim a (4 -2 si şi un punct de minim - 


8 [6,—]. Curba nu taie axa Ox la distanţă finită, dar taie axa 
Oy în punctul (0, =). 

Curba pleacă asimptotă la y = 1 iu æ negativ .şi 
urcă asimptotă la dreapta « = — 2V6; a doua ramură por- 
neşte asimptotă tot dreptei. s = — 2V8, urcă în puhctul 
(0, —1), apoi în punctul maxim « şi apoi coboară asimptotă 
dreptei D=2 V6; a treia ramură coboară asimptotă la dreapta 
æ = 2 V6, taie asimptota y = 1, în punctul (5, 1), coboară în 
punctul minim ß, apoi urcă asimptotă. dreptei y = 1, spre e 
pozitiv. Ramura întîia și a treia sînt în afara fişiei formată de 
asimptotele « = + 2 V6, a doua ramură este în interioru} 
acestei fîșii. ð 

Fie y = MM’ ecuația coardei PQ; coordonatele hi ak 
punctelor P, Q sînt rădăcinile ecuației 


5 a?— 482 + 120 
5 (22 — 24) 


MM" = 
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OM", r ET “aul punctului x, asle semisuma; rădăcinilor 
acestei ecuații. Ordonînd această ecnație după parenie lui v, 
avem 


B (MM ma 1a? + 48e — 120 (MM' + 1) = 0; . 


dë ande OM' = a PE T euw =i. 
5 = MM) T FoM. 


« Coordonatele punctului M sint æ = 0M', y= MM’. Locul 
geometric al punctului M este deci curba y = 1 — y sau 


“5 (y — 1) + 24 = 0, care reprezint% o hiperbolă echilateră 
cu asimptotele æ = 0, y = 1 şi trecînd prin punctele « şi p. 
- Acest lucru era de prevăzut, căci tangentele în « și B la curba 

dată sînt coarde PQ paralele cu Ov şi pentru care punctul M’ 
se confundă cu « şi :f respectiv. - 


1V.10. Să se afle locul geometrie descris de un. proiectil 
ce se mişcă astfel: proiecția.lui pe orizontală are o mişcare rec- 
tilinie cu viteza de 600 mjs, tar ' proieoția; lui pe verticală o descrie 
după legea căderii corpurilor în vid, fiind aruncat în sus ow'o . 
. viteză de 300 m/s. 
| Să se afle ce cotă va avea proiectilul: după ce a params 
-30 km în proiectie orizontală. 

Cu ce unghi se mai poate atinge același punct (cu aceeaşi vi- 
teză inițială) ? 


Soluție. Fie Owy planul în care se mişcă proiectilul, ori- . 
ginea O este poziția iniţială a proiectilului, axa Oz orizon- 
tală, iar Oy verticala ascendentă. Fie vọ mărimea vitezei şi 
fie. a unghiul pe care-l face, cu Oz, vectorul viteză iniţială; ; 
proiecţiile acestui vector pe Ow şi Oy sînt respectiv vy cos a şi. 
v Sin d. Prin ipoteză | 


Vo cos « = 600 m/s, vsin « = 300 m/s. 
- Deducem prin ridicare la pătrat şi adunare, | 
=> 6002 E 3002=—360 000 + 90 000 =—450 000, vo =300 y5 fija 


Prin împărțire deducem tg a = v sing 3001, 


Vo COS & 600 2° 
-~ Fie M poziția proiectilului după t secunde de la aruncarea 
lui şi fie 2 ,y coordonatele lui M; dacă P şi Q sînt proiecţiile 
` punctului M. respectiv pe 0 şi Oy, coordonatele lui P a Q 


sînt 
P(x, 0). Q (0, y) 


_ 


Li 


- Prin ipoteză, mişcarea punctului P este uniformă, cu 


viteza de 600 m/s, ecuația mişcării lui este deci 2 = 600 + 


+ 2, unde v, este o constantă; dar în momentul iniţial, P 
este în origină, deci pentru t = 0 avem æ=}, iar ecuația mig- 
cării lui P se reduce la œ = 600 t, în care i este măsurat în 
secunde, iar z în metri. e l 
Prin ipoteză, mişcarea punctului .Q este uniform variată, 
aceelerația fiind egală cu — g = — 9,81 m/s? (acceleraţia este 
negativă pentru că forța gravitațională este îndreptată către 


. y negativ), iar viteza iniţială egală cu 300 m/s; ecuaţia, iii 


punctului Q este deci 
y = — 5g + at + b, 


iade a a b sînt două constante ; deducem că iiem puńcťului 
Q este si = = — gt 4-a. Dar în momentul iniţial punctul Q 


este în citi şi viteza lui inițială este egală cu 300 m/s, 


deducem din ultimele două ecuații, făcînd t = 0, y = 0, 


2. 300 m/s, g = 9,81 m/s2, că a = 300 m/s, b= 0, deci ecua- 


dt 
ţia mişcării punctului Q este y = = X 9,814 + 3004, în care 
t este măsurat în secunde, iar y în inr 

Ecuațiile æ = 600 ty = — — x 9,81 +300 ż ienet miş- 


carea proiectilului M ; dacă eliminăna parametrul t, obţinem y = 


= T) z2, aceasta este traiectoria proiectilului ; ea À 
eg 720.000 


este o parabolă cu axa verticală, trece prin origine şi are 
cohcavitatea îndreptată către y negativ. 
Pentru v = 30 km = 30 000 m, deducem 


9,81x9 x 10 


Aa = 15000 18 202,5 = 2787,5 m, | 


y = 15.000 — 


deci după « ce proiectilul a parcurs 30 km în proiecţie or izontală, 
cota lui este egală cu 2737,5m. 

Pentru a răspunde la ultima, parte a problemei, considerăm 
cazul general; fie 2, mărimea vectorului viteză iniţială şi fie 
æ unghiul lui cu Oz. Raționamentul de mai sus conduce la ` 


æ = (Vo COS &) t, Y = — >g + (va sin «)t; 
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ti, i E —- 7 E Je E 


acestea sint ecuațiile mişoăsti proiectilului M ; dacă eliminăr 
parametrul î, deducem C lea e că | 
jai 


y = Dig a — ~. 
I sa 206 cos? a 


(1) 


aceasta este ecuația traiectoriei, o parabolă. . a a dă 
Fiind dat un punct M, de coordonate v, y, putem determina 
unghiul « aşa fel ca traiectoria (1) să treacă prin el? Şi dacă 


y 


Fig. 42 


problema este posibilă, există una sau mai multe soluții? 
„ Pentru a răspunde la chestiune, va trebui să rezolvăm ecuația 
(1) în raport cu necunoscuta «, toate celelalte litere însemnînd 


numere date. Pentru aceasta punem m = tg x, deducem 


; COS” a 
= 1 + tg? « =1 + m? şi ultima ecuaţie devine `- 
R 2? 
y = mo — CEHI g sau m — mp1 si: (2) 
l „209 ©- ga < g > l 


a Ecuația (2) este de gradul al doilea în raport cu m, dis- 
criminantul ei A este dat de - 


Svg. 2g 202 


a Bae (3) -> 
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` 


şi anume A > 0 sau = 0 sau < 0. după cum x se ae D 
respectiv în interiorul parabolei (3) sau pe ea sau în afara: 
Cu alte cuvinte, printr-un punct M, ales arbitrar îm 
teriorul parabolei de siguranţă, trec două. traiectorii (1); p: 
tr-un punct M, ales arbitrar pe parabola de siguranță, tre 
traiectorie. unică (1) (tangentă în M la parabola de siguram. 
în fine, printr-un punct ales arbitrar în afara parabolei doica 
guranță, nu trece nici o traiectorie (1). 
Pentru z = 30 000, y = 2 737,5, v = 300 V5, g = 9,81, 
avem 


29 202 19,62 > 9x10 


amcă punctul æ = 30 000, y = 2 737,5 se găseşte în interiorul ” 
parabolei de siguranță, deci prin el trec două traiectorii (1), 
fie m, şi Ma valorile lui m corespunzătoare, ele sînt rădăcinile 

2p E 


ecuaţiei (2); suma rădăcinilor este m + my = 22 dar m, i 
Îi îi 
corespunde traiectoriei date, m, = tg e: Dia => deci 
009 9x10 1' 5019 
Mo ae e me M, = DS E aG 
5 9,81x3x10¢ 2 1962 
x nghi 5019 
Fie a unghiul corespunzător, M, = tg az To Tabelele 
dau 


a, = 26038'54" gi a. = 68°88'55”. 


IV.11. În raport cu două awe perpendiculare, Ox şi 0y, se 
consideră curbele reprezentate de ecuaţiile 


3 

1) y? = 4e gi (2) y? =E, 

1. Să se determine intervalele unde există aceste curbe și 
să se găsească. coordonatele punctelor de. intersecție. | 

2. Să se calculeze aria limitată între aceste două curbe. 

Ecuația (1) reprezintă o parabolă de parametru p = 2, 
avind pe Ox ca axă şi pe Oy ca tangentă în vîrf. Toate pune- 
tele ei sînt de partea z-ilor pozitivi. 

Ecuația (2) reprezintă o curbă de gradul al treilea, sime- 
trică în raport cu axa Ow. Toate punctele curbei sînt là dreapta - 
dreptei 4 — 2 = 0, căci numai pentru v > 2 membrul al doilea 
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“al ecuajici. (2) este pozitiv“ (că şi omeniti intii). Pa 2 o 


pari vom rezolva ecuaţia (2) în raport cu y și avem 
pea — 9) A 5 A 
y Le —= Viza. 5 K 
Derivata este yt = += Lya — 2 şi se anulează pentru 
a = 2, răinânînd tot timpul pozitivă, Deci curba nu admite 


pa puncte de maxim sau minim şi este- tot timpul ascendentă 


(dacă luăm plus în față). 

Avem apoi (2) = 0, y'(2) = 0, deci curba taie pe Os în 
punctul A(2, 0) şi este tangentă axei Oz în acest punct. Forma 
curbei se vede în fig. 43; Punctul A poartă numele de punct 
de întoarcere. 

Să găsim punctele de intersecţie ale celor două curbe. 
Ecuația, abseiselor este 


se —2)— 4X219=0, sau m — 602 — 15x —8=0. 


Această ecuaţie admite rădăcina dublă 2 = — 1, care nu 
dă nici un punct de intersecție real, deoarece g= — 1 <2, 
„Şi rădăcina simplă ~ =8 care dă y 
două puncte de intersecţie E? 


M(8,4 Y2) şi MM (8, — 4/2). | 


înainte de a calcula aria cuprinsă 
între cele două curbe, vom arăta ce 
legătură există între ele. Se demons- 
trează că orice normală a parabolei 
(1) este tangentă curbei (2). Se mai - 
spune şi astfel: înfăgurătoarea nor- 
malelor. parabolei (1) este curba (2), 
care se numeşte şi desfăşurăta sau 
evoluta parabolei. _ 

Nu vom demonstra această pro- - Fig. 43 
priétate în cazul general, ci într-un 
caz particular. Fie N(1,2) un punct pe parabolă. Becaţia 
normalei în acest punct este: 


y — 2 = — (s — 1), sau s +y—3=0. 


Pentru a dovedi că această dreaptă este tangentă aibei 
(2), trebuie. dovedit că Bistemul de ecuaţii : 


S da a a = 4(a — 2% 
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are o rădăcină dublă, sau că ecuaţia care rezultă din eliminarea 
lui v de exemplu, anume 4(y — 1)3 + 21y? = 0 are o rădăcină 
dublă. Dezvoltînd ecuația, avem 4y? + 15y? + 12y — 4 = 0. 

Heuaţia derivată 12 y2 + 30y + 12.= 0 sau 2y? 4- 5y + 


+2 =0 are rădăcinile y = — 2; yY = — L. Se constată că 
y = — 2 verifică şi ecuația 4y? + 15y? +12 y — 4 = 0, deci 
j = — 2 este o rădăcină dublă. 


Avem să calculăm aria X cuprinsă între parabolă şi des- 
făşurata ei. Pentru această arie avînd pe Oz ca axă de sime- 
trie, este de-ajuns să calculăm porțiunea de deasupra lui. Da 
şi să dublăm rezultatul. | | 


Ea E) în ete 
3, => Sia. unu de = 


__ 352 y2 


Ila — 2% 
Trepi 


3 „— 18 
= — g3 
al, 


ia 


0 


T 


1V.12. Se dă funcţia y aE e. 1 
sin % 


_Între ce limite trebuie să varieze a pentru ca y să nu fie co 
pentru nici o valoare a lui w? 
Soluție. Pentru ca y să nu devină co pentru nici o valoare 
__a lui v, trebuie ca ecuația œ? + 4 vsing + 1 = 0 să aibă 
rădăcinile imaginare. Pentru aceasta trebuie ca ` 


4sin2 a — 1 < 0. 

Deci trebuie ca — = < sin a < +. Dacă presupunem ă 

că— a < a<Ž „atunei condiţiile precedente devin — E <a< = s 
Să construim acum curba. Derivata lui y este ` 


[i i=. ` 
E ESEN + e a 


rădăcinile ei sînt z = + 1. 


Y 


Pentru v = — 1, y = T EN este un minim. ~ 
i : 2 (2 sin a—1) 
Pentru 2 = ză l y = -gate u un mamim. 
„2 (2 sin ~+ 1) 
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` Anulind derivata a doua a 


„” “Se vede uşor: dă minimul wi y: cate negativ, iar maximul 
Z oste pozitiv. Pentru w = + 9, avem y:= 0, deci axa Ow- este 
asimptotă la curbă. Curba trece prin origine şi are drept tan- 
gentă în acest punct bisectoarea întîia a axelor de coordonate 
(fig. 44). În adevăr, coeficientul unghiular al tangentei în 
origine este egal cu valoarea 

lui y’ pentru & = 0, an Lo 


sau egal cu limita lui Z- cînd 
æ tinde către zero, adică tot.1. 
lui y, obținem ecuaţia 
j (æ) = æ — 3z— 4 sin a = Q. 
Avem 


f(—1)=2 — 4sin a = TORE 
= 2 (1 — 2 sin «) > 0, . Pigot 
f(+1)= ii E E S 


Deci ecuația f (2) admite o rădăcină cuprinsă între —1 
şi +1. La această rădăcină corespunde pe curbă un. punct 
de pi ti aşa cum se vede şi pe figura construită luînd 


sin « =—. Mai sînt încă două puncte de inflexiune, cum se 


vede pe ticuri, care corespund celorlalte două rădăcini ale 
ecuaţiei precedente, rădăcini exterioare intervalului (— 1,4+1).. 
Originea este punct: de inflexiune cînd « = 0. 


IV.13. Se dă ecuaţia 
4m 2 4a? — 11a +82 4+3=0. (1) 
- 1. Bă se demonstreze că rădăcinile sînt reale şi distincte. 
; 2.. Să se calculeze, cu. două zecimale exacte, rădăcinile care 
nu întrec, în valoare absolută, unitatea. 
Soluţie. 1. Se vede că ecuaţia dată admite rădăcina 2 = 1, 
deci polinomul se împarte cu z — 1, iar câtul egalat cu zero 
ne dă ecuaţia 


40? — lls — 3 = 0.. E (2) 
Facem schimbarea de necunoseută s=% Z și ecuația devine 
w 1 ao 
k? ’ k s4 
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“si den pë k aşa fel ca y? să aibă coeficientul i, adică punem 
k = 3, Spuaţas devine - i ie 


y? — 11 - — 6: = 0. 
care admite rădăcina y = — 3, deci ecuaţia (2) admite ră- 
dăcina æ% = -2, adică polinomul 40 — ll 2— 3 se împarte 


~i 


cu 2w + 3, iar câtul egalat cu zero ne dă ecuația de gradul 
al doilea 


| — 3x —1=0 
care are rădăcinile reale şi diferite 
` 3 V17 
=. | 
În rezumat, ecuaţia dată (1) are rădăcinile 
—V17 84 Vi7 
3 _3 —V17 = sthr 


toate reale și diferite, două raţionale şi două iraționale. 
2. O singură rădăcină este cuprinsă între —1 şi li ră- 


dăcina a 


Însă V17 = 4,4193... -deci cu două zecimale exacto 
Ea = — 0,28. 


1V.14. Se consideră ecuaţia f (x) =x —1 a cos?q +6 cos 2q=0. 
"Să se determine q astfel ca una- din rădăcinile ecuației să 
fie îndoitul alteia; în acest caz să se rezolve ecuaţia f(æ}= 0. 


Soluţie. Însemnăm cu z,, Va 2, rădăcinile ecuației date ` 
şi presupunem că v, = 2%, Seriind relațiile între coeficienți ` 
"şi rădăcini, la. care adăugăm relaţia de condiţie, avem 


2 TA a + V; = 0, Zita + Balz + Bat = — 7 cos? q, 
Pa Vata = ee 6 Cos 2q, a = 22a 


| Pentru a determina pe q va trebui să eliminăm pe Bys Bay 
%, între aceste patru relații. Pining seama de ultima relație, 
„celelalte trei devin 


T, + 3, = 0, 30w, + 232 = — 1 cos2q,. 2a, a = — 6 cos 2g | 
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Bau : z i a y St di 

M, + 30g =O, aa (Bw; + 28) = — T cos? q, mag = — 3 cos 2g. 
-Din prima relaţie deducem t = — 3da şi înlocuind în ce- 

lelalte, avem 


ma = "eos? g, de = = COS- 2g. 


„ Blimintnd în fine pe Da: avem cos€ q = Goe? 2q, avem o 
ecuație în q, care se poate descompune în următoarele două 
ecuații ` 

COs? g = COS 2g, (1) 


CoB? q = — cos 29. (2) 


“Ținînd seama, că cos 2q = 2 cos? q— 1, ecuațiile a) a 
Be scriu 


(1%) P — 2 cos2gg +1 = 

(2') cos? q +2 cos? q — 1 = i 
Ecuația (1 ) se mai scrie (cos q— 1) (cos? q— cos q—1) = =; | 

cos q—1=0; cosg— cosg —1=0. a T 

"Deci cos g = 1, q = 2kr. Rădăcinile sînt în acest caz 
| ®t = — 3, d = 1, Ds = 2. | 
Ecuația cos? g — cos q,.— 1 = 0, ne dă cos q = ESL 
l acceptabilă este numai rădăcina | i 


| COR d SERPI iasi id LB — 0 „618, q = 2kr + 198% 34”. 
: Rădăcinile sînt în acest caz ` 
ai, mini pa ti a VB 


: Ecuația (2') se scrie (cos g + 1) (cos? q+ cos q— 1) = 09 

=- cos g+ 1 = 0, cos? q + cos qg— 1 E a = — 1, q = (2k + 
+1). 

Rădăcinile- sint în acest caz Ay = — 3, D=, % = 2. 


= O A 


„costa + cos q— 1 = 0, cos q = A : 
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convine numai | | i FE: 


“ioan = A+ 


= 0,618, q = 2kr + 525126”. 
Rădăcinile sânt în acest caz: 


1-5 1 —Vă "E 
ai, d =1 — V5, ; 


vı = — 

adică sînt aceleaşi ca şi în cazul cînd gq era`dat de ecuaţia | 
cos? q— cos g — 1 = 0. 

Lucrul era de prevăzut căci cos? q și cos 2g = 2 cos? gqg— I 


y 
nu se schimbă cînd în loc de cos q = f > E , punem cos q= 


___=1+V5 
DI pa. 


IV. 15. Se dă un pătrat ABOD de latură a şi un punct M 
în interiorul lui. Se uneşte M cu vârfurile opuse B şi D, iar 
din M se coboară perpendicularele MP şi MQ respectiv pe AB 
şi AD. Să se determine pozițiile punctului M astfel ca volumele 
rezultate din învîrtirea triunghiurilor MDQ-şi MPB în jurul 
lui AD să fie egale. În special să se afle poziţia lui Mi de pe dia- 
gonala BD. 204 

:BE Soluţie. Volumul născut din. rotirea triunghiului MDQ 
în jurul lui AD este volumul conului cu generatoarea MD, iar 
volumul născut din rotirea triunghiului MPB în jurul lui AD 


„„ este diferența dintre volumul trunchiului de con cu genera- 


toarea MB şi volumul cilindrului cu generatoarea MP. Dacă 
notăm MQ = v, MP = y, ecuaţia problemei este următoarea : 


nai (a —y) =< my (a? + aw + a) — rey. 


Efectuînd calculele, această ecuaţie se serie 
y(u? — am — a?) + ag? = 0. 


i Privind pe v, y drept coordonate în raport cu axele AB, 
„AD, ale punctului M, această ecuaţie reprezintă o cubică 
ce trece prin vîrful A al patratului. Porțiunea din această 
“cubică, cuprinsă în interiorul patratului, reprezintă poziţiile 
pe care le poate lua punctul M în condiţiile problemei. Să ne 
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i “ocupăm popi de această, „curbă. Rezolvăm ecuația în raport 
„cu y si aveu i ia ua 
i ut d, 
ati zi — az — aè 
iar derivata ei | s 
ae el Sa „__ @s(s+2a) 
y = (2 — az — a 
Pentru æ = — 2a, Y este maxim şi egal cu — =; 
pentru v =0, y este minim şi egal cu 0. 
__ Dacă însemnăm cu a și p rădăcinile ecuaţiei 2? — ax — 
— a? = 0 adică 


„1-03 r + V5, 
a = à ——,. pa 
2 2 


dreptele g = q 8i g = -B sînt asimptote ale curbei, paralele cu 
latura AD, iar dreapta y = — a éste o asimptotă, paraleli cu 
latura AB. 

Variația lui y este cuprinsă în tabela 


Reprezentarea grafică a funcției, adică locul geometric 
al punctului M, se construieşte ușor după această tabelă. 

Se vede uşor pe acest grafic, că avem un singur punct M 
pe diagonala BD, care răspunde problemei. (Pe prelungirea 
diagonalei BD avem încă două puncte de intersecţie cu cubica). 

__ Să, determinăm punctul M de pe diagonala BD. Vom 
determina distanţa MQ = z a acestui punct la latura AD. - 
Pentru aceasta intersectăm dreapta BD a cărei ecuaţie este 
æ +y =a, u cubica. Ecuația care dă abscisele punctelor de 
intersectie este (a — æ) (x? — az — a’) + ax? = 0 sau f(s )= 
= g? — 3 ax? + æ = O. 

Ecuația prezintă două variații, deci are două saw nici o 
rădăcină pozitivă. Graficul ne spune însă că avem două rădăcini 
pozitive. f 
16 — Culegere de probleme 241 


` 


Ecuația Î(— 2) =0 prezintă 0" singură EEE deci. sii 


ţia f (2) = 0 admite-o singură rădăcină negativă, aşa cum se 
vede şi pe figură. ` 


Pe noi ne interesează numai rădăcina- pozitivă cuprinsă 


între 0 și a. 


Lă 


Avem 
(0) =a > 0, f (a) = — a <0. 


Să caleulăm această rădăcină, de exemplu, cu "două ze- 


cimale exacte, folosind metoda părților POD 
` Rădăcina este de forma 2 = 0 + ħ = h; să găsim pe h. 


HO) —Fa) a 
Observăm că f” (2) =6(2 — a), deci Pa) <0 pentru 


no PAN (0 — a) {(0) _ at 0,5 a. 


„a <a; curba y = f (w) îşi are concavitatea întoarsă spre y 
negativ. Rezultă că rădăcina se află cuprinsă între 0,5a și a. 
n adevăr | 


f (0,54) = 0,375a2 > 0, f(a) = —a< 0. 


A doua aproximație 
(0,5 a — a) f (0,5) _ 0,5 x 0,375 
f (0,5 — f (a) 1,875 a 


O valoare apropiată pentru rădăcină este deci 


£ = 0,5a + 0,13a = 0,63a. 
Rădăcina este cuprinsă între 0,63 a şi a. “În adevăr 
Í (0,63a) = 0,593 47 a? > 0, f (a) =— aœ < 0. 
A treia aproximație 


(0,634 — a) f (0,63a) _ 0,37X0,059 347 
(0,63 a) — f (a) 1,059 347 a 


` Valoarea rădăcinii cu două zecimale exacte este 


æ = (0,63 + 0,02)a = 0,65 a. 


În adevăr avem 


f (0,65 a) = 0,007 125a > 0, j (0,66 a) = — 0,030 304 a? < 0. 
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| 1V.16. Să se rezolve ecuaţia o +- pa? + qa +r =0, știind 
_-0ă pătratul unei rădăcini este egal.cu suma pătratelor celorlalte 
două rădăcini şi să se afle relația de condiţie. a l 

Soluţie. Fie a, Va, Sa rădăcinile ecuației date. Avem n re- 
la ţiile- între rădăcini și coeficienți, 


w+ L + 23 = — P; Lila F Valg + st, zE q, 
a Dilatg = — T; W = + a. 
p relație se mai scrie astfel 20 = dt + aă + a 2, sau 
= (a + Sa + x)? — 2 (Va + Doba F Dat) = P? — 2q. 


a = = E. 


Din relaţiile întâia, P a treia se deduce 


nt T = =— pF Uð = ; EA se pot găsi 
a Ja —29 
2 


zi din rezolvarea unei ecuaţii de gradul al doilea. înlocuind ` 
pe Li, Ba Lz, Gota în relația a dona scrisă sub. forma 


Lla + 23) t Valg = d 
pt — 29 P-A) 
i |57 a pF |»; a qea t 
. Sa 
Bliminînd numitorii şi izolînd Pa, obţinem 


—2 
p (p°— 2g) + 2r =F || L. p? 
Ridicând la pătrat 2 [p(p2 — 2q) + 2r]? = (p2 — 20) pt, sau 


8r? + 8pr (p? — 29) + p? (p? — 29)-(p2 — 40) =0. 
Aceasta este relaţia de condiţie. l 


Su 


1V.17. Să se formeze ecuaţia care determină baza unui 
triunghi isoscel--cu suprafaţa a2, înscris într-un cere cu raza r. 
Să se găsească condiția ca problema să fie posibilă, precum şi 
To soluțiilor. Să se rezolve oguapa în cazul unei singure 
soluții 
Soluţie. Fie ABO un triunghi isoscel, BO = x baza, AH = 
= h- ani pica I punctul în care e înălțimea taie a doua, oară 
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. cercul ciroumseris. - Avem Seana BR? = -HA x HI, sau 
z3 i 
Z = h (2r — h). 
De aci deducem 
z? 


cai = ho (2r —h),: sau E = 2a? (2r — h). 


Deci = 2r — Z. Ecuația cerută este 


2a? = a|27 — =) sau f (2) = m 16272 16aî = 0. | 
a 


Ecuația derivată este 43 — 16 a?r =0 și are o singură 
rădăcină reală a = |/4aă. i ; 
f (Waar) = 4a? (4a? — 3r]/4a2),  f(—o0) > 0, f (+00) > 0, 
- Ecuația f(2) =0 va avea 'două rădăcini reale dacă 
da< 3r A a?r. 

Oele două rădăcini vor fi reale şi pozitive, căci f (2) prezintă 
două” variaţii, iar f(— a) nu prezintă nici o variaţie. 

Condiţia de inegalitate de mai sus se mai serie 

6405 < 4X27a?ri, 1604<27r, 2a < r %27. 
Vom avea o singură Solupe cînd ecuația va 'avea o ră- 


dăcină dublă, deci cînd a = — 7: por. 


Rădăcina, ANNIE Pt este æ = r3. Deci în acest 
“caz triunghiul isoscel ABC devine echilateral. 


IV.18. Se dă ecuaţia 
z — atx + 4a? (b? — 1) = 0, 

a; b fiind coordonatele unui punet din. plan; să se , împartă 
planul în regiuni, după realitatea gi semnul rădăcinilor ecuaţiei. 

Solutie. Fie f(2) = %5 — 5ats + 4a? (b2? — 1) = 0 ecuaţia ` 
dată. Ecuația derivată este f'(2) = 5x4 — 5at = 0, care admite 
„două rădăcini reale 2 =— a@, æ = + đ, | 

da) = 4a? (a + b? — 1), f (+a) = 4a? (b? — a? — 1) 

f (—20) < 0, f (+0) > 0. 

Realitatea rădăcinilor ecuației f(2) = 0 depinde, de poziția 
punctului M ir b) față de curbele 2 = PP æ? +y? —1 =0, 
92 —02—1=0. 
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Prima reprezintă axa. Oy, a doua cercul. cu central B 
orìgine gi raza 1, a treia hiperbola echilaterală a cărei axă trans- 
versă este Oy şi care este tangentă cercului precedent. 

__ Semnul rădăcinilor ecuaţiei depinde de numărul de variaţii | 
din ecuaţie, deci de semnul expresiei a2(52 — 1). Vom avea 
deci de cercetat poziţia punctul M (a, b) faţă de curbele v = 0, 
y? — 1 = 0, care reprezintă axa Oy şi tangentele paralele « cu 
. Ox la cercul şi hiperbola de mai sus. 

Regiunea interioară cercului este cea negativă, cea ex- ` 
terioară este pozitivă; regiunea interioară hiperbolei este cea 
pozitivă, cea exterioară este negativă. Regiunea interioară 
dreptelor y? — 1 = 0 este negativă, cea exterioară este po- 
zitiv: 

Să numerotăm acum regiunile. Regiunea I cea interioară, 
- cercului, către z pozitiv ; regiunea II interioară cercului, către 
a negativ ; regiunea III interioară hiperbolei, către w pozitiv ; 
regiunea IV interioară hiperbolei, către z negativ ; regiunea V 
cuprinsă între dreptele y? — 1 = 0, exterioară cercului, către 
æ pozitiv; regiunea VI, simetrica precedentei față de Oy; 
regiunea, VII exterioară celor două drepte y? — 1 = 0, exteri- 
oară hiperbolei, către % pozitiv; regiunea VIII, simetrica-pr ece- 
dentei față de Oy. 

Discuţia realității şi semnului rădăcinilor ecuației f (2) = 
= 0 se, poate acum concentra în tabela următoare : 


Regiunea .| f(-—a) 


fita): 


ai Rădăcini reale 


una pozitivă ; 


11 + + una negativă; 

III + + una negativă; 

IV — — una pozitivă; m 
v + + una pozitivă, două negative 
VI — + una negativă; 

VII + — una negativă, două pozitive 
VIII — + una pozitivă. 


1V.19. Să se construiască un triunghi cunoscând latura 
BO =a şi ştiind că suma volumelor născute prin rotație în 
jurul laturilor A.B, AC este de ù ori mai mare decît volumul 
născut prin rotația în jurul lui BO, iar suma ariilor ‘născute 
prin rotația în jurul primelor două laturi este de u ori mai mare 
decît cea născută prim rotația în jurul laturei a treia. 
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A și i fiind coordonatele rectangulare ale unui punet, să 
se gásească regiunea căreia îi corespund triunghiuri reale. 


Soluție. Însemnăm AC = b, AB = e, iar cn h, mo, k, 8 
înălțimile și aria triunghiului. ouaţiile problemei sînt - : 


Z nbb + 2 rhac = = = A Tha a, 
rh (c + a) + zh, (a + b) = urh, (b + o), 


| Avînd în vedere că ah; = by = ch, = 28, sistemul pre- 
cedent, se mai scrie i 


Lanha A A a PTL, 
b c a b c b c a 
de unde deducem l 
bo = A — 2) bte (A — 2) a 
A (A — u) A-—u 


Laturile b, c sînt rădăcinile ecuaţiei de gradul al doilea 


ET NEA în (N EA) y 
Aa— p AQ — y) 


' Condiția ` de realitate este 
A2 + 2A — 4u 
A F(A — u)? 
Semnul lui R depinde de- poziția punctului M (à, u) față 
„de curbele æ = 0, œ — 2 = 0, 224-272 — 4y = 0, care repre- 
zintă respectiv axa Oy, o paralelă la Oy.şi o: parabolă câre 
trece prin origine și taie dreapta 2 — 2 = 0, în punctul A 
(2, 2). 
Čantitățile b, c fiind laturi ale unui triunghi mai trebuie 
supuse condiiților 


R = 022 (A — 2) 


be > 0, b+c > a. 
Aceste condiţii se scriu 
— (A — 2) a? 0 —(à — 2) a 
net a e na (mai A 
A (A — n) , 
~ şi sînt echivalente cu 
(A — 2) (à — u) < 0, CEE —u—2)<0. 


Sîntem astfel conduşi să introducem în separarea planului 
şi dreptele v — y .= 0, 22 — y — 2 = 0, care reprezintă puma 


>a 
A— u 
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PE ES 
E Ri 


- 


A bisctioare a. EA E Şi o dreaptă. ce, ia St în punotele. 4 
(2, 2) şi B (4,6); Cele 4 drepte şi parabola împart planul în 13 
regiuni: regiunea I, segmentul parabolic OA; regiunea. II, 
segmentul parabolic AB; regiunea III triunghiul curbiliniu 
format de parabolă şi dreptele Oy, AB ; regiunea IV, interioară 
parabolei şi cuprinsă între dreptele 2 = 0, 2 — y = 0, g —2 = 
= 0; regiunea V, interioară parabolei şi cuprinsă, între drep- 
tele HA — 2 = 0,22 — y — 2 = 0; regiunea VI, interioară para- 
-` bolei către zii negativi ; regiunea VII, exterioară parabolei și 
cuprinsă între ea şi bisectoare către z-ii negativi ; ; regiunea VIII, 
cuprinsă între dreptele v = 0, 2 — y = 0, 2% — y — 2 = 0, 
către g-ji negativi; regiunea IX, cuprinsă între dreptele © = 
= 0, 2% — y — 2 = 0, alăturată "precedenti ; regiunea X, eX- 
terioară parabolei și cuprinsă între dreptele v = 0, 2 — 2 = 0 
28 — y — 2 = 0, regiunea XI, exterioară parabolei şi mărginită, 
de ea și de dreptele e — y = 0, 2% — y — 2 = 0; regiunea XII, 
exterioară parabolei și limitată de dreptele 2 — y = 0, œ — 
— 2 = 0; regiunea XIII, exterioară parabolei şi limitată de ` 
ea gi de dreapta 2w —y—2=0. ua 
> Se observă apoi cu ușurință că regiunea negativă a para- 
bolei este cea interioară ; regiunea negativă a dreptei 22 — y — 
— 2 = 0 este regiunea originei ete. 
“Notăm pentru prescurtare 


Daro PSr pók=ip Pay 022, 
= H= — 2) (A — u), K = (à — u) (2A — u — 2) 
şi concentrăm discuția în tabela următoare : 


PENS 


Regiunea | A D | E | R F | G H | E | 'Teiunabiuri 
p i să 
-D $ Srel ne hemn lal S rae 
T + + | = = 
II + — 4- = 
IV + = | | + — — + + | imaginare 
A + + i E, - 
VII. | — + + — Si a — + imaginare 
VIII — — | + + + — + — imaginare 
IX. | — — + + + + + + imaginare 
X + .— + == i 
XI + + 4 |+ — i + — — | reale 
XII + + +- + -+ + + + imaginare 
XIII + + + + — — — + | imaginare 
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“în regiunile în care R < 0 n-am mai completat rubricile ` 
„ xirmătoare pentru că triunghiurile sînt imaginare. Triunghiurile 
sint reale numai în două regiuni, I și XI. 


IV.20. Într-o sferă, paralel cu trei plane perpendiculare două 
câte două, se fac secțiuni plane la aceeaşi distanţă h de centru; 
se presupune că planele acestor secțiuni se întîlnesc afară din 
sferă. 

Suprimându-se segmentele sferice astfel deter minate, rămîne ` 
un solid al cărui: volum se cere. 
| Care este valoarea minimă a lui h. așa fel încât condiţia 

să fie realizată? 

Să se determine valoarea acestui parametru așa ca volumul 
“ămas să fie 7/8 din volumul sferei. 

Soluţie. Fie R raza sferei; volumul V care rămîne după 
suprimarea celor şase segmente sferice este egal cu 4rR’3/3, 
- mai puţin volumul v al unuia din aceste segmente sferice luat 
de şase ori. 


v 


zRX2R (R—h) — = zh (R? — h?), 
V = 2 n(— 3h? + 9R?h — 4 R8). 


O primă condiție de posibilitate este } < R. A doua este 
ca h? + h > R sau h> RIA care exprimă că virturile cu- 


bului format de cele şase plane 5 găsesc Î în afara sferei. Valoarea 
RV2 


minimă a lui h este deci 
Scriind că V = < 4 =, obținem ecuaţia în k 
f (h) = 12h? — 36R?h + 238 = 0. 
Această ecuație admite o rădăcină negativă care nu ne 
interesează și două rădăcini pozitive. Una cuprinsă între REZ 


şi R şi alta mai mare decît R, care iarăşi nu ne interesează. 

Avem deci o singură rădăcină acceptabilă cuprinsă între 

r? = şi R. Să o caleulăm cu două zecimale exacte prin metoda - 

| iedul proporţionale. Luînd V2 = 141, avem f (0,7 R) = 
= 1,1R3; f(R) = — R. | 
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Prima aproximaţie 


ha = 0,1R— EOIR 0 89R. 
—R — 1,7R? 
Deoarece f” (h) > o. în intervalul (0,7R; R) se vade pe 
o` figură că această valoare este prin adaos. 


“ Aplicăm din nou metoda la intervalul (0,7R; 0,89£)- 
Avem l 


h = 0.IR (0,89R —0,7R)X1,7R? 
2 93 E Da aia 


= 0,84R. 
—0,58.R3 — 1,7 R? Via 


- Prima zecimală exactă este deci 8. 
„Și această valoare este prin adaos. Äplicmd din nou me- 
toda la intervalul (0, TR; 0,84R), găsim ha = 0,828. 
Calculînd, 


Í (0,83 R) = — 0,018 556R? < 0, 7(0,82.R) = 0,096 416R? > 0. 


Valoarea rădăcinii cu două zecimale exacte este deci h= 0,828. 


IV. 21. Se consideră un con circular drept, avînd Taza- 
bazei și înălțimea egale cu un metru. Să se taie acest con prin 
două plane paralele cu baza, egal depărtate, unul de vrf, iar 
celălalt de bază, astfel încît trunchiul de con mijlociu să fie egal 
în` volum cu suma trunchiului inferior și conului superior. Să- 
_se-determine distanțele acestor două plane pînă la bază, cu aprovi- 
mafie de un centimetru. 

Soluţie. Fie z distanţa planului inferior de bază și a pla- 
nului superior de virf. Ecuația problemei se va obţine scriind. . 
că volumul trunchiului mijlociu este jumătate din volumul 


conului dat. Volumul conului dat. este r + Să aflăm volumul. 


trunchiului mijlociu. Razele acestui trunchi. sînt respectiv e 
-şi 1 — a, iar înălțimea lui este 1 — 29. Volumul trunchiului 
este deci | x 

Sm (1— 2w) [o æ(1— 0)+ (1— 2)2] = = m(1— 20) (at— w+ 1)- 


- 


| -~ Ecuația problemei este ma 
2 (1— 2%) (@3— s+ 1) = 1 sau f(s) = 4g3— 622+ 6v— 1 = 0. 
Această ecuație n-are nici o rădăcină negativă şi trei sau o 
rădăcină pozitivă. Derivata .6 sa — 22 + 1) este totdonuna 
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A 


N. . 


pozitivă, deci. curba, y = 40% — 6x? + 62 — 1 nu poate tra- 
versa axa Oy decât o singură dată. Aşa dar ecuaţia are o sin- 


f gură. rădăcină pozitivă. Avem f (0) =— j, f (2) = +1 deci 


O rădăcina este cuprinsă între 0 şi: Sa Să o calculăm cu trei 


zecimale exacte prin metoda părţilor proporționale. Prima 
“ aproximaţie este | îi 


1 1 = 
t =— >x- = ~> = 0,25. 
; 2 4 á ' . 


Se vede pe o figură că această valoare este prin adaos. 
ie DORI din nou metoda la intervalul (0; 0 25) şi avem 


T = —0,25 x 0,187 5 = 0,21. 
1,25 
Avem. 


f (0,25) = 0,1875; f (0,21) = 0,032 444. 
Aglicăm, din nou metoda la intervalul (0; 0,21) şi găsim 


__..0,21X0,032-444 


3 = = 0 „203. 
1, 21 


_ Aplicînd încă de două ori mnetâda, găsim că, valoarea - ră- 
i aăoinii cu trei zecimale exacte este æ = 0,201 m. 


“IV.22. Să se afle relaţia care leagă pe cos w de cos 5w 
şi să se compare rezultatul cu relația 


ME E a) 


în care se va face, în prealabil, schimbarea w-= -cos o. Să 
se scrie condiţiile pentru ca ambele relaţii să fie echivalente. 
Ke va face aplicaţie la ecuația 


3245 — 36025 + 8107 — 243 =0 8) 


„ale cărei rădăcini se vor calcula cu ajutorul tabelei de logaritmi. * 
Soluţie. cos 5w = cos (3w + 2%) = cos 3% cos 20 — ` 
- —sin3 o sin 2 o. 
cos 3w = cos w(4 cos2:w — 3), cos 2w = 2 cos? œw — l. 
sin 3% =sin (3 — 4 sin? w), sin 2w = 2 sin œ cos w; 
făcînd înlocuirile şi simplificările, obținem 


cos 50% = 16 cos5 w — 20 cos? & + cos. (3) 
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ZA 
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- Formula (3) se mai poate obține în modul următor: se 
ridică. la puterea cincea binamul (cosw+ isin w) în două mo- 
. duri diferite, odată cu formula lui Moivre şi odată cu formula 
binomului ; cos 5w + sin 5w = cosão + Bi cost œ sin o + 1042 
cos? c sin? w + 10 î3 cos? o sin3 à + Bit cos w sint œ + i sinë ow, 
exprimăm că partea reală din partea întiia este egală cu partea. . 
reală . din partea a doua. 


COS 5o = cos œ— 10 (1— cos? 4) cos? Da 
+ 5 (1 — Z cos? w + cost œ) cos o .- 
şi grupînd termenii asemenea regăsim formula (3). - 
„Din relaţia e = A cos œ deducem coso = = , care introdus 
în i (3) ne dă 1625 — 203202 + 5Mz— r5 cos 5o = 0 sau 


S Š at Ma — -L. cos Ba = 0. (4) 


1 


Pentru ca ecuațiile (1) şi (4) să fie echivalente, trebuie 
ca diferitele puteri ale lui œ să aibă, în cele două ecuații, coefi- 
cienți proporționali ; dar termenii în a au coeficienți egali, 


`. deci şi ceilalți coeficienți sînt respectiv egali, adică `- 


-5% DM | 25 | 
A ai E Serii dai ri uda.) (5) 
Dacă elimină pe à, între primele două relaţii, avem condiţia, 
p* = Ba. | (6) 
Deducem mai departe 
ar SEDIE , deci p < 0; () 
aeaa IE 55r, 
> ag 21 V—p 


Condițiile (6) şi (7) sînt condiţiile de echivalență a ecuațiilor 
(1) şi (4): Calculul de mai sus ne dă o metodă pentru rezol- 
varea ecuațiilor de forma (1) în care coeficienții satisfac con- 
diția (6). Fie ecuația dată (2). care ;se mai scrie 


a pă. uta a? =) = 0 | (8) 
şi - care este de forma (1) cu p = — =, a =, ij =- (3): 


La 


< 


Dohdiția ( (6) este îndeplinită căci p< 0 şi p? = a = 3x = 


5g =5x5 xr . Deducem. r= aia cos 5u = EF: 
Dacă eat semnul superior, avem A = 3, cos w =i , 


deducem 5w = 60°+ 2k x180° (k = 0, 1, 2, 3, 4); œ = 124+ 
+ k x 72%, deci rădăcinile ecuației (2) sînt "toate reale. a egale 
GU g= A CO8 w adică 


æ = 3 cos (12° + EXT), (k = 0, 1, 2, 3, E (9) 


Se poate vedea şi direct, cu ajutorul teoremei lui Rolle, 
că ecuația (2) are toate rădăcinile reale. În adevăr, din 


f (2) = 322% — 360%? + 810% — 243 = 0, 
deducem că ecuația derivată 
f'(a) = 10 (16 24 — 108 x? + 81) = 0 
are rădăcinile reale 


gl pe 
m = 18 E15. NEEE A 
Glas 4. 


| Şirul lui Rolle este | E 
E AAT -s= = 543: I-57) = — 729; 


ea je = + 243; (s=) -=— 729; f (+ 00) > 0, 


prezintă numai variații, deci toate rădăcinile ecuației (2) sînt 
reale. Calculul efectiv al rădăcinilor îl facem cu formula (9) 
şi obținem 


w, = 3 cos 12° = 3 x 0,978 14 = 2,934 42 ; 


2, = 3 cos 84° =3 sin 6° = 3 x 0,10452 = 0,313 56; 
Da = 3 cos. 156° = — 3 cos 24° = — 3 x0,913 54 = —2,740 62; 
` æ, = 3 cos 228° = — 3 cos48° = — 3 x0,669 13 = —2,007 39; 
æ; = 3 cos 300° =— 3 cos 60° = 3 Sis: 


Rădăcinile separate de șirul lui Rolle sînt în ordinea ; 
Bg <L Va < Ba <L Ly <L T. 
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OIV. 23. să 36. disita rădăcinile oaie 
f (2) = 4w? — Sia + b) a? + 3aba + ab? = 0, 


cînd a şi b reprezintă coordonatele unui punct din plan. 
-~ Păcinda = b = 1; să se calculeze, cu aproaimație - mai mică 
de o sutime, rădăcinile ecuaţiei, obținute. 
Soluţie. Discutăm ecuaţia cu teorema lui Rolle; ; ecuația 
derivată este 


f' (x) = 3 [422 — 2 (a +b) x + ab] = 0 
şi admite rădăcinile E şi LE şivul lui Rolle este 
| 2 2 


(00) <0; e ep, 


| a) =p Hatt, Į (+œ)> 0. 


Expresiile care produc variații în acest şir sînt 
-u = 4b? + 3b — a, o = 4a? + 3a — b. 


care sint pozitive sau PON după poziția punctului M (a, b) 
faţă de parabolele P, şi P 
de ecuaţii 


4y? + 3y —a=0 
și 
402 + 32 — y =0, 


care trec prin origine, au 

- axele paralele respectiv cu. 
Osv şi Oy şi sînt una sime- 
trica celeilalte în raport cu 
prima bisectoare a axelor de 
coordonate, pentru că o ecu- 
„ajţie se deduce din. cealaltă 

- schimbînd 'literile z, y între | 
ele (fig. 45). 

Aceste două paralele îm- T Fig. 45 

part planul în patru regiuni : 

regiunea I interioară, ambelor parabole ; regiunea II i tenioară 

parabolei P, și exterioară parabolei P, ; regiunea III interioară 


253 | 


parabolei P; şi E, ; parabolei P,; ; regiunea 1 V exteri- . 
oară ambelor parabole. 

"Regiunile interioare pabodo sînt regiunile lor nega- 
tive, iar cele exterioare, pozitive. Discuţia E fi eondongath 
în - Delu] următor : ii cz E 


u | v | aaseinne resle 


ȘI Regiunea 
I — —: una 
II — -} una 
TII + — trei . 
IV. + + una 


Dacă punctul M(a, by se găseşte pe parabola P,, avem 
u = 0, deci ecuaţia are rădăcina dublă. v = = şi încă o rădă- 
cină reală ; dacă punctul M(a, b) se găsește pe parabola Pa 
avem v = 0, deci ecuaţia are rădăcina dublă g = == i încă 


o rădăcină reală. 
„Dacă punctul M(a, b) căii cu rea O, adică a = 
= b = 0, ecuaţia are rădăcina triplă œ= 0, iar dacă punctul 


M(a, b) coincide cui punctul 0, adică a=b = 2, ecuaţia 


are rădăcina, stu z = -5 
Dacă a =b = 1, ecuația devine 
g(s) = 4a — 6x? + 3v +1 =0 
şi are o singură rădăcină reală cuprinsă între— œ şi 2, pentru 
că punctul M (1, 1) se găseşte în regiunea IV; același lucru. 


ne spune şi teorema lui Descartes. g(— 1) = —12<0; 
g(0) = 1 > 0, deci rădăcina reală este cuprinsă între — 1 și 03. 


prin încercări putem micșora acest interval şi găsim — 2 <a< 

< — 2 Aplicînd de două ori formula părților proporționale 
Əd 

__ (8 — «) 9 a) 

9 (B) — so)? 


„unde: prima oară « = — 0,25 şi B = — 0,2, găsim cu două, 
‘zecimale: exacte æ = — 0, 23. ; 
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| Iy. 24. Să se studieze rialitai rădăcinilor ecuației. 
zi + Apa + 3(p +1)? +4po+1=0 E 


pentru diferitele valori ale parametrului p.. 
Soluție. Ecuația dată este.o ecuație Tooiproch de gradul . 


al patrulea ; ; prin. transfor marea, y=1 pa —, deci æ? + = = 
x 
= 4? — 2, ecuaţia devine 
y? + 4py + 3p + 1=0 


„care are rădăcinile — 2p + V/4p? — 3p — 1,. deci ecuația dată 
se desface în: următoarele două ecuații de gradul al doilea 


a? + (2p -V= 3p i)e +120. > M 
a + (2p +V = 3p i)e += 0) 
Coeficienții acestor ecuații sînt numere reale dacă 
= 4p — 3p — E= (4p +1) (p -—1)> 


ded parametrul p trebuie să fie cuprins te-au din inter- 
valele l 


-o <p< mu <p < + oo, 
Condiţia necesară şi suficientă ca ecuația 1) să aibă rădă- 
„einile reale este (2p — 4p? — 3p — 1) —:4 > 0 sau 


(8p +5)(p — 1) > 4p Vip Sp > (3) 
Dacă i 


P na de 
Pean (4) 


inegalitătea, (3) este satisfăcută pentru că prima astă este 


pozitivă, iar partea a pna, negativă, deci ecuația, (1) are 
rădăcinile realo. 


Dacă — Z< p< — -4, ambele părți în inecuaţia (3) sînt 


el deci prin ridicarea ei. la pătrat, sensul ei se Sonimbg 
adie 


(8p+ 5) (p —1) < 16p? (4p +1) p— 1) sau (p—1) (11p+5)>0, 
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care dă sau p > 1, care contrazice ipoteza — a <p < — 2, 

sau p< -—ž, care contrazice ipoteza -2 <p<— =, sau 
5 l E D eacha 

p < — m? < care este da ea Alăturînd această condiție la 


(4), putem spune că dacă p <Ž i, ecuația (1) are rădăcinile reale. 


„ Fie p> 1, ambele părţi. în inecuaţia (3) sînt pozitive, 
prin ridicarea. la pătrat ea îşi păstrează sensul, deci 


(8p + 5 (p — 1)? > 16p° (4p + 1) (p — Ai 
sau 
| (P — 1) (11p + 5) < 
de unde -2< p <1, ceea ce nu este LE 

În rezumat, ecuația (1) are rădăcinile reale numai dacă 


5 
P <S Ti 


Condiţia, de realitate a rădăcinilor ecuației (2) este 


(8p +5) (p —1)> — 4p 4p — 3p — 1. (5) 


- Dacă p > 1, inecuația (5) este verificată- pentru că prima | 
parte este pozitivă şi partea a doua negativă, deci ecuația (2) 
are rădăcinile cz 


Dacă p < — —, în inecuaţia (5) ambele părți sînt SE e 
deci ea îşi datează sensul prin ridicare la pătrat, adică 
(8p + 5)(p — 1)? > 16p*(p — 1) (4p + 1), 
(P — 1) (1p +5)<0 
de unde — = < p < 1, ceea ce nu este acceptabil, deci pentru 


Sau. 


p < -4, sc za (2) nu are rădăcini reale. 


© Dacă — 3 s SP < -4; inecuația (5) nu este, evident, 


verificată ; în. “rezumat, ecuaţia (2) are rădăcinile Teale numai 
dacă . 
| p>1. 
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De exemplu, pentru p = 2, ecuația , dată se aiii la 
zi + 893 + 92 + 3 +1 =(22+2+1) (22 4+- 72 +1)=0 


şi are două rădăcini reale şi două i imaginare, pentru că ecuația (1) 
corespunzătoare are rădăcinile imaginare, iar ecuaţia (2) cores- 
punzătoare, rădăcinile reale. 


TV.25. 1. Se donsideră elipsa Z + =], raportată la 


awele Ov şi Oy. Tangenta în punctul M al elipsei întâlneşte pe 
Ow în punctul P. Să se exprime abscisa lui P cu ajutorul absoisei 
lui M, apoi, ştiind că raza vectoare r = FM, care pleacă din 
focarul F al elipsei, se exprimă liniar cu ajutorul abscisei lui -M, 


să se arate că PP = sea , 2c fiind ăistanţa focală. 
a — 


. 2. Să se determine punctul M cu A razei vectoare T- 
astfel ca să avem 


MP: + AFP =k, 


A și k fiind două constante. Să se arate că Miami lui M 

. 86 face cu ajutorul unei ecuaţii de gradul al treilea în r. Să se scrie 

relaţia dintre 1 și k, astfel ca această ecuaţie să aibă rădăcinile 

în progresie aritmetică. Să se calculeze rădăcinile în cazul 
21 5. 


a=6,c=5, 1 = lati e, 
Soluţie. Fie v = Tos Y = Yo coordonatele punctului M, deci 
oa o 
a? b3 f 


Ecuația tangentei în M la elipsă este 22 a eri —1=0. 
Tăind cu axa Oz, Siena abscisa punctului P 
' . Bi Ă a . : : 
| sii e | au 
Să calculăm acum raza vectoare PM. Avem 
| = FPM? = (a — 0)? + y; 
din (1) rezultă 


: æ 
PEDE 


17 — Culegetė de -probleme 


o% 


deci | 5 
= PM? = aa — 2) — 204 + b2 +e. 
a - 


N 


r 


. Acum avînd în vedere că b? + c2 = a2, rezultă 


; E 
= PIE: = Ë — 20m + a = (2-a), r=|< 
ai a 


Dacă z „<0, atunci |-22 He a 


a 
CT, c i ` 
„Dacă 2, > 0, deoarece to < a, atunci = < Z =e <t, 
S | 


că, : că 
deci ee — aj = a o, 
a 


Aşadar în toate cazurile, avem 


rEg . l (3) 
| a 


i ._. 5 Qa—r . 
- De aici deducem vy = a—. Deci 
g , | er 


FP =^ —¢ = 
. To a —r 


Ecuația MF? + AFP =k devine, „după înlocuire, 


 Bliminînd numitorul și ordoniînd ecuaţia, obţinem 
13 — ar? — (k + 20)r + ka = 0. 


Dacă rădăcinile acestei ecuații sînt în. progresie aritmetică, 
ele sînt de forma 7, — o Ty Ti +a: 
Scriind relaţiile dintre coeficienți şi rădăcini, avem 


(ri — a) br a) = a, a agite edi 
i a — %) + (n — a) (r, +a) + (n T n = — (k + à0), 


Tı (r1 — æ) (71 + a) = — ka e E 
sau | 
3r, = a, 3r — a? = — (k + he), ri — a?) = — ka. 
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' > rezolve ecuația f (æ) = 0 în acest caz. 


~ Dit primele două deducem - 


ia t 


O nei, sD Atk ie O i (4) 
şi ducînd în a treia | | 
eu 2k — do = 3 E i E 6 
T oeisio. este relația de condiţie între A Și k. 

„În cazul a=6,0=5, 1 = -3, k = =>, relația’ (5) 
este verificată TA +3 — == x 36. 

i Relatiile A ne ii a acest caz n=: 2, a= +5, jar 
rădăcinile ecuaţiei me sînt 7 mai = A =È. e 


`~ 


IV. 26. 1. Pie ae a, PA rădăoinile ecuaţiei f(x) = 3 + 
+pa +q=0. Să se arate că dacă 8y + 8z = ut, relația 
de condiție este o ecuaţie. e (u) = 0 de gr ad al treilea în UR Să se 


2. Să se: discute ecuația e(u)=0,9 şi q fiind coordonatele 
. unui punct. din plan. 


3. Să se afle condiția ca s spattațid f(a) - = 0 să aibă räđäcinilo i 


Soluție. Să scriem solaţile dintre coeficienții Şi rădăcinile 
ecuaţiei f(x) = 0 la care să adăugăm relaţia dată, 


a, + Va T La = 0, LLa F B(T + Da) =p, 


Pa = — f, Pı F da = UTi Va 


să TEA întâi cazul ta = 0; în acest caz trebuind 

să avem f(a) = 0, rezultă qg = 0 și ecuaţia, devine v? + pe = 0, 

` w(x +p) = 0. Deci £i, a sînt rădăcinile. ecuației 4 + p = ; 
` Rezultă x + Za = 0, dia = p. Aşadar în acest caz nu AA : 
„avea o relație de ‘forma w, + Va = 7 Uata decît dacă p=0.. 
şi atunci! ar rezulta 2, = zi = D= | 
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În rezumat, ipoteza că w, ar fi nulă atrage după sine că 
toate rădăcinile sînt nule, dacă vrem ca 2,22 să verifice o relație 
de forma 2, + Da = UV Da Să considerăm acum cazul impor- - 
tant cînd 


Za Æ 0. 
Atunci a patra relație devine ws (a, + Da) = UD, Ba Vy Şi 
tinind seama de a doua şi a treia, p — mp = — du deci 


KS p + qu. Rezultă v, + a = u (p + qu). - 
Rădăcinile vı, v, sînt date de o ecuație de gradul : al doilea 


y? —u(p +gujy +p +gu=0. (1) 
Rădăcina Da rezultă din v; = —— = — — 
Tita pu 


. Pentru a găsi relația de condiție, ducem în puns relație 


valorile aflate pentru 2, -+v și 23; avem u (p +qu)— > : pie =0, 


sau l g l 
(u) = u(p Fg- g= O D) 


- Relaţia de condiţie este deci o ecuaţie de iti al. treilea 
în u. Ducem în ecuaţia (1) care dă pe a, v? și în expresia lui a 
valorile lui v aflate din această ecuaţie. 
i să discutăm ecuația (2). Ecuația derivată este 
g'(u) = (p + au) + 2qu (p + qu) = = (p + gu) (p + 3qu) = 0 


gi rădăcinile ei sînt 


p : P 
il ca l — 9 
sg q’ 
deducem 
o [_ZP_| — 4t 2 A 2 
| 2) PT e[ z) | q: 


ek ẹ(—) <0, Pa 99), 30; 

Numărul variațiilor din. acest şir depinde de semnele expre- 
siilor 4p? +- 2792 şi q. 

Dacă p,q sînt coordonatele ` unui punct din- plan, vom 
'avea de considerat pome acestui punct tapa de curbele 
4054 27 y? = 0, y = 


260 


ordonată, Fie æ’, Y, coordona- e A 
tele lui M'. Deoarece w’ = — 3, f U, J 1, 
iar y' < 2, rezultă că / LA 


Prima curbă. se E ati laba Uşor rezolyindu-i a îi 


ka a cu y. Ea este simetrică față cu axa Ov și are în origine 
„um punet de întoarcere. A doua este axa Os (fig. 46). 


"Cele două curbe despart planul în patru regiuni numerotate 


E I, ri, III, IV: În regiunea I expresia 4p? A aig este Roen tiya, 


În adevăr, fie punctul M. (—3,2) | | 
pe curbă, iar M’ un punct din. y 
regiunea I aşezat pe această- 


4æ'3 + 27y"? < 4 (— 3) + [LE (| X 
oO RP= R Aa 


© La fel se vede că în regi- 


unea ZI expresia, 4p%-+- 21742 este 


tot negativă, iar în regiunile „Fig. 46. 
III şi IV este pozitivă, 
g MO ji se poate concentra în msmătorul tabel- 


' 2 nÈ ? F i 
-Regiunea ọ{-%) kd C) EFO (-2) | & (4-00) Rădăcini reale 
d — + = + „trei 
II = . aL + + una ` | 
III — | — — 7 + una 
IV. — + + + 


una ji: 


Pentru ca ecuaţia (u) = = 0 să aibă o rădăcină dublă, tre- £ 


buie ca punctul (p, g) să fie aşezat pe curba 4w? + 27y? = 


În acest caz avem 4p? + 2792 =0 gi să se ştie că atunci gi 


- ecuația f (2) = 0 are o rădăcină dublä. 


- Pentru a avea 2, = ®, trebuie. ca, realizantul ecuaţiei (1) 


„să fie zero, adică : 


Ie „i ai, e tau) =ù, ră e rau) ate + 
cl qu) SEE 4] = = E Du a = | 2 | 


PE SE E a Ea 
Dacă p qu. = 0, ecuaţia q (u) = 0 T 0, Pr 


gi atunci Soia yin HO =:0 are rădăcinile a = Ba = Vz = 0. 
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A doua E T èste u? (p + ae E = 4, la € care adäugäm i 
condiția, ọ (u) =u(p + qu)? —q = 9. Rămtne să eliminărn pe 
u între aceste relaţii. 
Ridicînd pe. prima la pătrát şi împărțind apoi rezultatul 
18 a doua, serisă sub forma u (p + qu) : = 9 obţinem u? : = i 
şi ducînă în prima, și ridicînd la cub, 
pi = — 33 x 4 sau sp + 270° =0, 
C 
“Aşa dar ecuațiile ila) = 0, lu) = 0 au, în  acolai timp, 
o rădăcină dublă. 


IV. 27. Se consideră sistemul de ecuații i 
(p +1)s +py=4; (1) 
(p?— 1) x + p°y = B, 2) 


în care p, A şi B sînt parametri. Se cere : 

1. Să se rezolve sistemul. 

2, Presupunând că A și B nu depind de p, să “se elimine 
parametrul p între ecuaţiile (1) şi (2).  . 
| 3. Să se reprezinte grafic rezultatul eliminării pentru 


A2, Beci 
4. Presupunând A = p? — 1, B = p8, 


să se determine cu două zecimale exacte valoarea pozitivă A 


"a parametrului p astfel ca rădăcinile sistemului dat a), (2) să 

fie egale ` ; 

Solutie, 1. Rezolvăm sistemul (1), (2) cu ajutornl determi- 

nanților, 

: Apt — — Bp _ dp -B y | 
TED- (P= DP p+1 


(P +1)B — e-na B- AG-D. 
pet O p l 
Putem rezolva sistemul şi prin alte metode, de PE 


metoda eliminării ; înmulțim ecuaţia (1) cu p — 1, ecuaţia (2) 
ca —1,. | 


y = 


(p? —1a Fg (p —Dy = Ap 1) 
` — 2—1) e — py = B 


și prin adunare, e h m ai 


Boa 9 
-py = 4 (p — 1) — B, pE a: 
Această valoare a lui y o introducem- în - (1) şi obținem 
4- A=py _ Ap-B — B 
pi pi 
şi am iregi valorile determinate prin prima metodă. 


2. Pentru eliminarea lui p între ecuațiile (1) și (2), scoa- 
tem valoarea p din prima ecuație, 


A-z 

Tt y 
şi o introducem în (2) care devine, după înmulţirea cu (2 + ya, 

(4 — oo — (x + yo + (4 — æy — B(s +y) = 0 
(4 — 2 (2 +y) — (s +y) (s + B) = 0. 
__ După simplificarea cu (2 + y), rămîne ` 

(4 — 0 = (æ +y) (s +B) =0; z 
acesta este rezultatul eliminării lui p dintre ecuațiile (1); şi, (0) 


care se mai scrie 


Pata je 
y z+ B 


adică y este o funcţie omograifică de v. 
8 Kentr A = 2 şi B = — 1, ultima ecuație devine: : 
. —3z + 4 2 is | 
y = Pee sau al e F 


a cărei jeprezentare grafică este o hiperbolă echilateră ă, asim- 


totă la dreptele v — 1 = 0 şiy +3 = 0, ceea ce se vede ugor 


dacă trecem de la sistemul de referință voy la sistemul XOY 
definit de ecuaţiile X = @ — 1, Y = y + 8. 


4. Prin ipoteză g = y și Aa p?— 1, B= 55, deci 


Ap- B B-A4Ap-, 
e Pi P. 
Pp (pP? — 1) — p? 


pt (pe -9-1 . 


- 


după aducerea, la acelaşi numitor şi reducerea: . taieri 
asemenea, - 

p? +3p?—1=0; 
aceasta este ecuația a cărei rădăcină pozitivă trebuie catonlată 
cu două zecimale exacte. Însemnăm 


z = p? + 3p? — 1, 2 = 3p? + 6p. 
Derivata 2' se anulează pentru p = — 2 şi p ='0 şi putem 
forma tabela de variaţie Na : 


` 3 


-de unde se vede că ecuația z = 0 are toate trei rădăcinile reale 
şi anume : o rădăcină mai mică decît — 2, o rădăcină cuprinsă 
între — 2 şi 0, iar a treia rădăcină este pozitivă. Observăm că 


z (0) = — 1 < 0, z(1)= 3 > 0, deci rădăcina căutată se gă- 
sește pieuata, între Ogil; pentru a micşora intervalul calculăn 
2[7) = — > -< 0, deci rădăcina se găseşte între 0,5 şi I; 


Figuräm arcul AB de ecuație z = p? + 3p? — 1 cuprins 
între punctele A H =, — =) şi B (1 3), fie O şi D proiecţiile lor 
pe axa Op ; derivata secundă z” = 6p +6 > 0 pentru punctele 
- arcului A B, coneavitatea lui este deci îndreptată în sus. Rădăcina, 
căutată este egală cu abscisa punctului de intersecţie al arcului: 
AB cu axa Op; o valoare apropiată, prin lipsă, a rădăcinii este 
egală cu abscisa punctului C, de intersecţie al coardei AB cu 
| axa Op. Ecuația coardei AB este 


3+2 


Ege 
și dacă facem z = 0, adică luăm intersecția ei cu axa Op, găsim 


-1 1 
=> += = 0,02, 
P 2 50 ii 


PAF 
z + — = 
8 
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"O valoare ipropiată, prin adon a rădăcinii este egală l 
cu abscisa punctului D, de intersecţie al axei Op cu tangenta - 
- în A la arcul AB. Coeficientul unghiular al tangentei în punctul 


curent al arcului AB este egal cu z' =3p? t 6p, deci coeficientul. 
unghiular al tangentei AD, este 2 G |=% — ones 25 s, Ecuația 


tangentei AD, este deci 


„şi dacă facem z = 0, găsim pentru abscisa punctului D,, 


p == +2 = 0,533... 


Valoarea exactă a rădăcinii căutate este cuprineă în 
intervalul 


1.1 123 8&8 1 1 
ea ap TA 30 


Pentru a obține o mai bung aproximatie, determinăm pe 
curbă punctele A, şi B,, ale căror abseise sînt respectiv = = TE — z7 


` coordonatele. lor sînt : 
13 753 8 11 
A|>, T » Bijz? & 
(25 15 625 15 3375 


Înlocuim intervalul iniţial OD = 1 — = cu intervalul 


0,D, P pa z, adică înlocuim arcul AB cu arcul A,B,, 
15 25 7% 


asupra căruia repetăm operaţiile care vor duce la punctele Os ~ 
şi Da, unde ‘0, este intersecția axei absciselor cu coarda A,B,, 
iar D, este intersecția axei absciselor cu tangenta, în A, la 
arcul A,B, etc. 

felul acesta putem determina, din aproape în aproape 
un șir de intervale 0D, 0,D,, 0.D,,..., ordinea de succesiune 
a punctelor fiind i i | 


C< <0 <.. <P... <D, <D, <D, 
deci putem determina valoarea vadaomi p cu o aproximaţie 
- arbitrar de mică. 
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Cum se cere valoarea rădăcinii numai cu două zecimale 
~ exacte, ne oprim la intervalul 0,D,, adică sX 
T: E 0,52< p < 0,533 3.. | | 
HEDDE (0,53) +3 (0,53)2—1 = _0 991 577 —1<0, dect 
0,53 < p < 0, 533 3.. 


adică valoarea aproximativă a rădăcinii p, cu două zecimale, 
_ exacte, prin lipsă, este p = 0, 53. 


IV.28. Se consideră junotia 


__ 22 + 2az + b 
; 4 az? + 2px + q 7 
1. Să se determine parametrii a, b, p, q astfel încît funoție 
Să aibă pentru x = — 1 o valoare mawimă egală cu 2, iar penmi 


æ= +1, o valoare minimă egală cu 4. 
2. Să se reprezinte apoi grafic variaţia funoţiei ce satisface 
la condiţiile de mai sus. 
3. Să se determine, cu două zecimale exacie, abscisa punctului 
de intersecţie cel mai la stânga, dintre curba reprezentativă a 
. funeției de la +2 şi dreapta y = +5. . : 
„ Soluţie.-1. Dacă facem împărţirea, celor două trinoame, 
găsim cîtul 1.şi restul 2 (a — p)æ + b — q, deci y se mai scrie 


2(a—pr+b>q: 
git 242p +g 

Şi tacă însemni u = 2 (8 — p) a tb — gy v = aË + 2p +4 
deducem y’ ze „iar dacă mai departe. punem U = 


suv — w’, V =, deducem y” = TUY, | 

“Se zice. că pentru 2 = 4, funcţia y este “staționară, dacă 
y = 0 pentru £ = 4; o condiție necesară ca funcția y să fie 
extremă, adică maximă sau minimă, pentru v = Vy este ca- 
ea să fiè staționară în acest punct. Valorile lui v care fac funcția y 
staționară sînt deci rădăcinile ecuației y’ = 0 sau wv — wo' = 0 
sau U = 0, adică 


2(a — p) [22 + 2ps + 9] — 2 (a — pa tb —p]2(2 +p)=0 | 
sau 
U = -20 p 20 =a +2 (ag m) =o: 
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= : ă d N A ; K 


“Prin ipoteză tunoţiă 4j este cires, deci staţionară, pentru E 


să = + 1, deci rădăcinile a, și male ultimei ecuaţii sînt a, = — 1, 
= + 1; rezultă a, + 8a = 0, XVa = — 1 sgu folosind relaţiile 
dintre rădăcini și coeficienți. l 
Lo ay. e E 
a—p ; a—p 


 Presupunind a — p Æ 0, deducem sie 
l | b—g9=0, (aq — pb) = a — p. 
de ünde scoatem b=q=1. 
| 'Însă y’ este egal cu câtul — — şi U = = 0 adi = + 1; 


„pentru ca y'= 0 pentru v = Ey 1, trebuie ca V + 0 pentru 
æ= + 1 deci o altă condiţie necesară este 1 È 2p + q iu 0 
sau înlocuind (= 1, | 

5 p +Æ + 1. S 


“Pentru æ = + 1, valoarea lui y ' devine, tinind seama că 


U =0, y = E mau 


„4p aat +2 lg b) 
rapa + gè 

care pentru b = q = 1 devine 

n 4&p-ar 

a 2pe + 1) 

Derivata y” este egală cu un cît în care numitorul este 


"pozitiv deci semnul lui y”. depinde de semnul numărătorului 
4(p — a), care pentru 2.= —lşiz= + 1 ia respectiv valo- 


y 


y 


-e 


zile — 4 (p — a) şi +4(p — a). Prin ipoteză funcția y este, 


maximă pentru 2 = — l; deci y”(+ 1) = — 4(p — a) < 0 şi 


minimă pentru 2 = +i deci y” (+1) = +4(p—a)>0. 
Ambele condiții sînt îndeplinite dacă D—a>0. 


În rezumat, condiţiile a — p + 0, p++, p — a > 0 


se reduc la . 
p—a>0, este a 


A Prin ipoteză y(— 1) =2 şi y(+1)=4, deci inlocuind 
=q =]1, 
1—2a+1 — 9. 121 E 


1—2ph1 7 12+ 7 


şi din acest sistem de două ecuaţii cu două necunoscute a şi p 


deducemi — a = 2 — 2p, 1 + a = 4 + 4p;a = -- 5, p = — 2. 
"Valorile numerice ale celor patru parametri sînt : 
a = — 5, b = 1, p = — 2, q = 1, 


iar condițiile de posibilitate ale problemei sînt indeplinite 
pentru că 


p—a=—?2 +5 =3>0, p=—2#4ż41. 
Poney dată y devine E 
y = x? — 102 +1 1 — 6x i 


2-40 +1 x — 42 +1 


2: Trinomul de la numărător, œ? — 10% 4 1, se anulează 
FE sa gz=542 Vē, iar trinomul de la numitor, e — 42 +1, 


pentru e = 2 + V3. Pe de altă parte, dacă s> + œ, y —>1, 
deci curba are o asimptotă paralelă cu Ov, de ecuaţie y = 1, 
şi două asimptote paralele cu Oy, de ecuaţii respectiv 


l æ = 2 — V3 gi æ = 2 + V3. 
Tabela de variație a funcţiei este : 


| z Dan —1 0 5— 2V6- 2— V3 -0 
w | + 0 >= 2n = 
lo 2 1 o — co 


x l2- V5+0 1 2+4+V3—0 2+V3+0 5+2V6 +œ 
pel s 0 _ + + + + 
y | + 00 4 + œ $ 00 0 1—0 
Cu ajutorul acestei tabele, se poate construi uşor carb 


3. Abscisele punctelor de intersecție dintre curbă și dreapta. 
"y=a+5 sînt date de ecuaţia 


x? — 102 +1 


a da a = 2+5 sau ce ie atat 


Se vede pe figură că punctul de intersecţie cel mai la 
stînga are abscisa cuprinsă între — 4 şi — 3; într-adevăr 
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P(—4)= Eo 24; P (—3). = 4, , Ouzba trece prin punctele A < | 


ia, —24) şi B-(—3,. 4), şi pentru că în intervalul — 4 < 2 < T 


— 3 avem P” (%) = 62 < 0, arcul AB are concavitatea în- 
dreptată către y negativ. 
Moro da părților proporționale (metoda coardei) dă 


al ce oh 24 = 0,8 
24 4 28 28 | 
P (—3,3) = — 2,237; P(— 3,2) = + 0,032. 
Metoda coardei aplicată la noul interval dă 
w = 042257 — 0,098 . 
2, "2,269 
P(—3,21) = — 0,186 161 < 0, P(— 3,20) = -+ 0,032 > 0. 


Rădăcina căutată este cuprinsă în intervalul —3,21 < 2 < 
— 3,20, deci cu două zecimale exacte, prin lipsă, valoarea 


. džini este 
æ = — 3,21. 
_1V.29. Se consideră functia 
= g? Ele — 1 U ; 
Ai câ 720 (1) 
şi 80 cere: . | 
1. Să se studieze variaţia acestei funcții și. să se reprezinte 
grafic. 
2. Să se arate că funcția mai generală | 
| y= a L — 19 . (2) 
x +a l a 
unde a este un parametru, dacă se anulează pentru æ = — 1, 


ES și o valoare maximă sau minimă peniru v = 1. 

- Bă se afle, cu două zecimale exacte, abscisa punctului de 
idea cel mai la dreapta dintre curba (1) și prima bisectoare a 
awelor de coordonate. ME 

Soluție. 1. Derivata y' = 2% — n se anulează pentru 
. g Ă zi R 
valorile lui z egale cu rădăcinile ecuației St i 


` we + 2) — 9 = 0, a? + 4g? + Ae — 9 l0 
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: 7 


Së vede că. v = 1 este o rădăcină a ultimei ecuaţii, dgei 
- polinomul se divide -cu: n — FL, iar câtul este æ? + 5.4-9, care 


Be mai scrie (2 +. aN +2 — şi reprezintă; un- număr pozitiy, 


oricare ar fi E RR lui a. Puten deci ser je 
1 -. 


= 2 (7 Das Loea 
y’ (æ? + + 9) 


Derivata, y’ are semnul binomului 4-— 1, adică y >00. 
pentru, æ> lgşiy' <0 pentru s < 1. 

` Funcția y se anulează pentru valorile lui v egale cu rădă- 
cinile ii au x? (æ +2) — 19 (x + 2) + 18 = 0 sau 


2 + 200 — 190 — 20 = 0, 


çare admite dioi æ= — 1, deci polinomul s se e divide cu +l, 


iar cîtul este 22 + æ — 20, care se anulează pentru 2 = — 5 
și v= 4, -deci rădăcinile ecuaţiei y = 0 sînt a=— 5, z=— 1, 


= =4 și putem scrie 


(2 + 5) (£ +1)(z—4) 


yJ = ; 
Y ' æ&4+2 


Funcția este staționară pentru 2 = 1, pentrucă y’ (1) = 0; 
funcţia este minimă şi egală cu — 18 pentru v = 1 pentru că - 
dacă însemnăm cu e un număr pozitiv arbitrar de mic, ayem. 


y’ (1 — £) < 0 `i y’ (1 + e) > 0. 


Tabela de variație a funcției este 


Şi roprozentarea grafică a funcției se deduce imediat din acest 
tabel. | 
7 20O condiție necesară ca funcția y să fie extremă, adică 

maximă sau minimă, pentru 4 = 1, este ca ea. să fie staţionară, 
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e derivata ei să se. anuleze, pentu b=l sau a (1) = 
nsă 


0 (6) = aie Rat, TEREE 


(+a îsi 
? (a +1}, S r a+ 3 
, =2 1) = 2 + — = 2. 
y (a) igir a y” (0) n ari 


Condiţia y' (1) = 0 arată că funcția y (œ) este staționară 
pentru æ = 1,.oricare ar fi valoarea lui a; dacă a este diferit 
de — 3, y” (1) 0 şi funcţia y (2) este extremă „Și anume, 
maximă pentru — 3 <a < — 1 căci în acest caz y” (1) < 0 şi 
minimă pentru a < — 3 sau — 1 <a pentru că în acest caz 
y” (1)>'0. | f 

sy (1) = 0, y” (w) =— 19 CED 

Dacă a '3 avem y” (1) = 0, y” (a) =— 12 Tr 
ya ) = A < 0, adică prima derivată care nu se anu- 

(a 


lează pentru œ = 1 este de ordinul trei, număr impar, deci funcția 
- y (æ) nu este extremă pentru v = 1. 

Dacă a = — 1, funcția y se reduce.la y = æ? — 19, .y' = 
m = 24, y' (1) = 2 + 0, deci funcția y (w) nu este staționară pentru 
w= 1 şi a fortiori nu este extremă. 


În rezumat, funcţia y (4) este extremă pentru toate valorile 


“lui a, exceptînd valorile a = — 3 şi a = — 1 
Prin ipoteză funcția y estè egală cu zero pentru g == l, 
adică | 
0 (01242 car — 19, at — Ta +10 =0 
gi ultima ecuație are rădăcinile a = 2 şi a = 5. Aceste valori 
fiind diferite de valorile excepţionale a = — 3 şi a = — 1, 


- funcția y (w) este extremă pentru w = 1 şi anume minimă: pentru 

că ambele valori 2 şi 5 sînt mai mari ca — 1. 

3. Din forma, curbei se vede că bisectoarea axelor y = 2 

taie curba în trei puncte reale A, B, 0 ale căror 2 pseige a, b, c 
sînt cuprinse respectiv în intervalele 


—5<a<—2, —2<b<0, 4 <o. 


Se cere să se calculeze rădăcina e, adică rădăcina, mai mare 
ca, 4, a. Pu 


g? 
+ 


î — 19 = z sau f (2) = s + a? — 21e — 20 Si 
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“Avem f(4) = 64 + 16 — 84 —20 = — 24 < 0, 
f (5) = 125 + 25 — 105 — 20 = + 25 > 0, 


urmează că rădăcina c este cuprinsă între 4 şi 5, adică 
4<o0<5. 

Să considerăm pe curba y = f (Œ) punctele P (4, —24), 
C (o, 0), Q (5,25). Pe de altă parte, z 


f' (a) = 382 + 2% — 21, f” (x) = 6x + 2 


şi în intervalul 4 < œ < 5, avem f” (æ) > 0, deċi concavitatea 
arcului POQ este îndreptată către y pozitiv. Pentru a micşora 
intervalul în care se găseşte rădăcina c, întrebuințăm metoda 
coardei şi metoda tangentei : coarda PQ taie axa Oz în punctul 
Pı, de abscisă a,, iar tangenta în Q la curbă taie axa Og în punctul 
qı de abscisă b,. 

Coarda PQ are ecuaţia y — 25 = 49 (2 — 5), care este 
verificată de coordonatele (a, 0) ale punctului p,, deci 0 — 25 = 


= 49 (a — 5), n = 5 — 2 = 4,5. | | 
Tangenta Qq, în punctul Q la curbă, are ecuația- y — . 25 = 


= (3 x 52? +2 x 5 — 21) (x — 5), care este verificată de coor- 
donatele (bı, 0) ale punctului qı, deci 0-— 25 = 64 (b, — 5), 


bab 2 = 4,6. 
Ducem prin punctele p, şi g, paralele la Oy ; ele taie curba | 
în punctele P,, Q, ale căror ordonate sînt respectiv | 
1 (4,5) = (4,5) + (4,5) — 21 x4, 5 — 20 =— 3,125 <0, 
f (4,6) = (4,6)? + (4,6)? — 21 x4,6 — 20 =+4+ 1,896 > 0. 
Aplicăm aceeaşi metodă arcului P,Q,; coarda P,Q, taie 
axa Oz în punctul pa, de abscisă az, iar tangenta la curbă în 
punctul Q, taie axa Oz în punctul qa, de abscisă ba. 


Punctele P, şi Q, avînd coordonatele P, (4, 5; — 3,125), 
Q (4,6 ; 1,896), ecuația coardei P,Q, este i : 


y — 1,896 = 50,21 (2 — 4,6), a2 = 


1,896 __ 
i 0, xi 
Tangenta la curbă în Q, are ecuaţia 
Y — 1,896 =[3 x (4,6)? + 2 x 4,6 Z 21] (x — 4,6), 


PNI E, E ia = 4,563 31. 
ar | 51,68 


- 


“ Raaăeina căntată c este ii Al între a. gi ba, adică 
4,562 24 < 0 < 4,563 31. 
sau cu două zecimale 6xacte, e = 4, 56. 


"1V.30. Se consideră funcţia 
y = ada — a)? 


t 


Și se cere 

1. Să se studieze variaţia acestei funcții şi să se reprezinte 
grafic această variaţie cînd a = 2. 

2. Să se deducă din studiul de mai sus, numărul rădăcinilor l 


-reale pe care le poate avea ecuaţia, 


a (æ — a)? — b = 0, 


după diferitele valori ale lui. b. 

3. Să se afle, cu două zecimale oaia, rădăcinile reale ale 
ecuaţiei 
ză 2: æ? (æ — 2)? = 1 000. 

Soluţie. 1. Însemnăm f(a) = ai (e — a)? = g — 2agt + 
+ æm Și avem i 


-F (2) = at — Bag? + 30 = æ? (w — a) (50 — 3a), 
f” (Œ) = 2083 — 24ax? + 6a?x = 22 (1022 — 12aw + 3a2), 
. f” (æ) = 60%? — 48az +- 6a2 = 6 (10%? — 8ax + a2). 


l sil este staționară pentru valorile lui z care anulează 
derivata f'(2), adică pentru rădăcinile ecuaţiei 


a? (a — a) (5% — 3a) = 0, deci s, = 0, 22 = d, n=. 


| Funcţia f(v) nu este extremă, “adică nici maximă nici 
minimă pentru 2 = 0, pentru că f” (0) = 0, f” (0) = 6a, Æ 0, 
adică prima derivată diferită de zero este de ordin impar. 
- Acest lucru se poate vedea, dire&t pe forma ecuaţiei, pentru 
că dacă w este mic, termenii în a şi 45 sînt neglijabili faţă de 
' termenul 423, deci în vecinătatea originii, ecuaţia curbei este 
_ aproximativ y = ag, care reprezintă o cubică tangentă în 
"origină la Oz, este situată 'în“ primul și al treilea cadran și 
are origina; O ca centru de simetrie. 

Pentru v = æ, f'(a) = 2a Æ 0, deci. funcția. f (x) este 
extremă şi anume, maximă dacă a < 0 şi minimă dacă a > 0: 


38 — Culegere de probleme g i Fa -973 G 


Pentru z = a T p (35) =- baaa $ 0, deci "funcția FIA 
este. extremă şi anume, minimă dacă a<0 şi maximă dacă 
a> 0. 
| Dacă a=0, funcția se reduce la y = a şi ceba corespun- 
zătoare este tangentă în origină la Oz, este situată în primul 
şi al treilea cadran şi admite originea O ca centru de simetrie. 

Dacă a= 2, putem forma tabela de variaţie a funcţiei 


p — oò 0 E 2 + oo 
oy +040 o+ 

3 456 

y — oo 0 3125 0 i ac 


iar reprezentarea grafică a Iunohes se deduce imediat din 
această tabelă, 
. ` 2. Dacă a este un număr oarecare, f (a) = 0, iar 


f 3a | _ 108 a5 i 
5 3 125 
Pentru discuţie vom presupune trei cazuri după cum. para- 


metrul a este negativ, pozitiv sau nul. 
Dacă a < 0, tabela de variaţie este 


sieo E "PI a 
5 Fa, 
y’ +0— 0 +04 
R 108 a5 o +4 
L — 00 e e, 
y 3 125 i 


şi din forma curbei deducem numărul punctelor reale de inter- 
secţie dintre curbă și dreapta; y = b, după diferitele valori ale 
lui b, şi abscisele acestor puncte sînt rădăcinile reale ale ecuației 
æ? (2 — a)?-= b. 

De ag) o aa, a E 


b = met, 3 rădăcini reale, una <a şi celelalte. două. 


3a 
- egale cu g? 
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ata pi: sa <b < 0; “3 rădăcini feale; una < a; a dona cuprinsă 


| între a LE —,a treia, cuprinsă între — și 0; 


b=0;5 rădăcini reale, două PC cu a, trei egale cu 0; 
0< b; o rădăcină reală > 0. 
- Dacă a pe 0, tabela de variație este | 


3 3 
z | -œ 0 25 a _ +00 
N 5 Í 
yi +404 oot 
108a5 
y |- l +00 


și din forma curbei dedican numărul r ădăcinilor reale ale ecua- 
tiei 2% (e — a) = i 
b<0;o rădăcină reală < 0; A i 
b = 0; 5 rădăcini reale, trei Gaat cu 0, două egale cu a; 


. 0<b Er Sa ; 3 rădăcini reale, una cuprinsă între 0 şi 


asa, ; alta cuprinsă între — Z şi a, a treia > a; 
5 


pa Mir., 3 rădăcini Da două egale cu = „a treia > a; 


3.125- 
i „. iosa <b; o rădăcină reală. > a. 
3126 


- Presupunem că am construit curba O de soi ai. y = 
a (œ — a)? simetrica ei 0” în raport cu originea O are ca ecuaţie,. 
ecuaţia dedusă din precedenta prin înlocuirea coordonatelor 


(a, y) prin (— a, —y), curba 0' are ecuaţia 


—y =(— €)? (— e — a)? sau y = gs? (s +a)’. 


` Prin urmare, curbele C și 0', càre corespund respectiv da 
“valorile a şi —a ale parametrului, sînt una simetrică celeilalte 
- în raport cu originea O, deci discuția cazului a = 0 se potea | 
"deduce din discuţia, cazului 4> 0. l 


3. Pentru @ = ?, b = 1 000 avem o E à 
ab _ 9450 1 000 = b, 


3 125 3 125 
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Si X : © d r. i | a 


deci E Fa. = @? (& — = — -1 1 000- = 0, are o singură 
rădăcină reală r> 2. 


Í (4) = 43 (4 — 2) — 1 000 = 64x4 — 1000 = —144<0, 
f (5) = 5? (5 — 2)? — 1 000 = 125 x9 — 1 000 = + 125 > 0, 


deci 4 <r <5; din compararea valorilor —744 şi -+125 de- 
ducem că rădăcina r se găseşte în vecinătatea lui 5. Calculăm 
f (4,9) = (4,9) (2,9) — 1 000 = 117,649 x 841 — 1000 = 

— 10,571 91, deci 4,9 <r <5; rădăcina r este în vecină 
tatea lui 4, 9; ; calculăm f (4,91) = (4,91)2 x (2,91) — 1-000 = . 
= 118,370 771 x8,468 1 — 1 000 = + 2,375 525 905 1- >. 0, deci 
4,90 <r < 4,91, adică valoarea rădăcinii, r cu două zecimale | 
prin lipsă, este r = 4,90. 


IV.31. Se consideră funcția, 
| f (2) = aw (a — b) (2 — 0). 


1. Să se determine parametrii b, o astfel ca funcjia să fie 
 mavimă pentru s = Í; și minimă pentru z = 6. 


Bă se determine parametrul a ştiind că valoarea minimă a 
funcției este egală cu — 6. 

2. Să se reprezinte grafic funcția y = f (x) astfel determinată. 

3. Să se determine parametrul d astfel ca peniru această 
funcție particulară f (w), ecuaţia f (x) — d = 0 să aibă o regaomi 
dublă și să se rezolve ecuaţia în acest caz particular. 

Soluţie. 1. Funcția f(a) este un polinom de gradul al kaki, 
deci o. funcție continuă pentru toate valorile variabilei; o 
„condiţie necesară ca ea să fie extremă, adică maximă sau minimă 
“este ca ea së fie staționară. 

Funcţia f (2) este staţionară, pentru valorile tai æ care 
anulează derivata, ` | 


| a E E 2200) EE 
"Prin ipoteză funcția este extremă, deci staționară, pentru 
2 = $ şi æ = 6, urmează că aceste valori sînt rădăcinile ultimei 
ecuații, deci formînd suma şi produsul rădăcinilor avem 


2040, 4.2: 


4 
— +6 = 
ŞT 3 -3 -3 
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pa 


de unde scoatem roza şi be = 24, deci ba i e=8. 
Deducem 
. F” (æ) = 2a e — (b E c)] = 2a (3x — 11), 


nfs) ata ro = e 


Pentru ca funcţia f (2) să fie maximă pentru æ = gi.. 


minimă pentru v = 6, trebuie să avem 
p (5) < 0 si f” (6)>0 
și aceste două condiții sînt îndeplinite cînd a > 0. 
Pentru #—=6, valoarea funcţiei f (2)=a2 (2— 3) (2— 8) este: 
716) = 6a (6 — 3) (6 — 8) = — 36a 
| prin. ipoteză egală cu — 6, de unde deducem a = ji 
. 2. Dacă înlocuim parametrii a, b, e cu valorile numerice 
pitt, funcția Y = f(2) devine 
a y= z (x — a — 8) 


pentru care putem întocmi următoarea tabelă de váriație. 


3 Sale Mode ea a e e 
| 3 | 
pl Fop w — 0 + + 
9 — œ 0 AA —6 0 +o 
81 


Ou ajutorul acestei tabele de variație, curba C de ecuație 

= f (œ) se construieşte cu uşurinţă (fig. 47). | 

3. Din forma curbei O putem. deduce, fără caleul, numărul. 
rădăcinilor reale ale ecuaţiei. f (2) — d = 0 pentru diferitele. 
valori ale parametrului d. . 

Dreapta y = d este paralelă la, Ox şi dacă d < — 6, dreapta 
taie curba într-un singur punct, deci ecuaţia noastră are o sin- 
gură rădăcină reală. 

Dacă d = — 6, dreapta este tangentă la curbă în ai 
m. (6, — =/0) şi mai taie curba. încă într-un punct m, (— 1, — 6), 
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= ii) 


ceea, ce revine a spune că ecuația s are o rădăoină, dublă egală cu. 
6 şi-o rădăcină, simplă, E C — 1, 


Dacă —6 <d <7 — aa taie curba în trei punte, 


„ „deci ecuaţia, noastră are tei rădăcini reale. 


` 


Fig. 47 zi 


Dacă d= =, dreapta asis tangentă la curbă în Diab 


A = şi mai taie curba încă într-un punct m, 2 200) 
3 8 3” si 


-Ceea ce revine a spune că ecuaţia are o rădăcină dublă egală cu 4 
_SLO rădăcină va egală cu Z, 


Dacă 2 — z d, dreapta taie curba într-un singur giaet, 


deci Goi ia are o singură rădăcină reală. 
Această discuție poate fi cuprinsă în tabela uri had 
d < —6... o rădăcină; 


d= — 6...0 rădăcină dublă = 6 Şi O rădăcină ampie 1; 
g -6 <a <., :. 3 rădăcini; 
d = m, ... o rădăcină dublă = Psi şi o rădăcină simplă 
25 | i 
3? 
Mgl.. o rădăcină. < 


IV.32. 1. Să se discute variaţia funcției 
-9 Ca — 10) 
z? — 9r 


y == 
«Şi să se reprezinte grafic această variație. 
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3. su se  diseute apoi ecuaţia SUES 
pă — aa? — 9w + 10 = 0, ' 


stabilind natura rădăcinilor ei după valorile parametrului real e : 


Soluţie. 1. Funcţia dată y = y (2) se mai scrie 


` 9(a2 — 10): 
Iana” 
şi sub această formă se vede că y (— 2) = — y (x), adică funcția 


este impară, rezultă că diagrama 0 a funcției date are un centru 
de simetrie, origina O, adică diagrama O se compune din două 
- ramuri 0, şi Oz simetrice în raport cu O ; construim ramura 0, 
corespunzătoare lui z variabil în intervalul 0<a<o, iar 
ramura O, este simetrică lui C, în raport cu origina O. 
Derivata 
cas BAI Sate), 

Y - (28 — 9x)? ” 
l Funcția este staționară pentru valorile lui v care iek 
dora? adică pentru 
| a= 6 gi aly 


seu, în intervalul 0 < x < co, pentru 
a=V6 şi æ= VIb 
şi la aceste valori ale lui 2 dbaciaiă pentru y valorile 


y = 26 gi y= Ts, 


Pentru a vedea dacă în aceste oile funcția este ex- 
tremă, adică maximă sau minimă, talculăm - derivata, secundă, 


şi apoi valorile numerice ale lui y” 'pentru w = V6 sau w = V15.. 
Calculul acestor valori numerice se simplifică observind că y” 
este un raport, l 


UD — Ww’ 
s v? . 
însă u = — 9 (xt — 21a? + 90) se anulează pentru w = .yē 
sau z = V15, iar y” devine 


y” -Z -18x ( — 2x? + 21) | 
SINE p” = (x3 — 9x)? 


x u . 
y'=—, deci ye = 
v 


? 
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-~ Numitorul fiind un pătrat perfect este pozitiv, iar factorul 
18 a de i numărător este pozitiv pentru z pozitiv ; rămîne că 
semnul luiy” pentru w = V6sau æ = V15 este dat de — 292 + ` 

+ 21 care pentru 2? = 6 este pozitiv, iar pentru x? = 15 ne- 
gativ, deci ` Pe 
pentru w = V6, y” <0, y =2 V6, este un minim m; 


pentru æ =V15, y” <0, y = EL este un maxim M. 


În intervalul 0 < 2 < œ, y se anulează pentru 2? = 10, 
deci w = V10 şi devine infinit_ pentru w (w? — 9) = 0, deci 
v = 0 şi y = 3. | i l a i 

Dacă v = e este pozitiv şi foarte mic, y este comparabil 


10 : ai 7 ba i 
cu—, care este pozitiv şi foarte mare; dacă v = 3 F e, y 


este comparabil cu =, care este pozitiv sau negativ, însă 
e€ : 
foarte mare în valoare absolută. În rezumat, dacă, 


2—>0+0, y> + o; 
æ >3 —0, y> -+ ©; 
æ 3 +0, y —>— ©; 


unde notația w ->a — 0 înseamnă că œw tinde către a prin vå- 
lori mai mici ca a, iar æ > a + 0, prin valori mai mari ca a. 
Discuțig de mai sus poate fi concentrată în tabela 


s| o0 Y 3 | 3 Wm W te 
V15 aescreş- 
2 


y. |+ œ descreștem=2 Y6 creşte -+ co | — oo crește 0 crește M = te 0 


~ gicu ajutorulacestei tabele construim ușor ramura C, ; construim 
apoi simetrica lui 0, în raport cu originea;0O şi obţinem ramura 03: 
2. Dacă rezolvăm ecuaţia în raport cu parametrul A 
obținem l ag 
z3 — 9x 
ză — 10 


A = 
şi dacă însemnăm apoi n = 2, deducem 


ză — 10 
= 93 
- z3 — 9r 
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-gi nuúmärl rădăcinilor: reale ale acestei ecuații, pentru diferitele 
- valori ale parametrului y, este egal cu numărul punctelor de 
intersecție ale diagramei O cu dreapta y = n. 

l Cind y este egal cu ordonata 2 V6 a panermii m, ecuația. 
COPoRpiTANEONE este 


3 9z? i ES 
æ’. ETE me tya rE 
careare două rădăcini scapi cu abscisa Vö punctului m, Însă pro- 
5V6 


dusul rădăcinilor este — —=. „deci a treia rădăcină este ai a 


T = 
Cînd y este egal cu ordonata "$ a a. punctului M, ecuaţia 
corespunzătoare este 


care are două rădăcini egale cu abscisa V I6 a punctului m „iar a 
ayo 
= . 
Diagrama 0 fiind simetrică în raport cu originea O (fig. 48) 
rezultă că rădăcinile ecuaţiei corespunzătoare la valoarea — m a. 


treia rădăcină este — 


parametrului, sînt egale şi de semne contrarii rădăcinilor cores- . 
-„punzătoare la valoarea m; în discuţie ne putem deci limita la 
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. alorile.pozitive ale parametrului ; % i întocmi urmätórul tâbel: i 
o<i< Ë, 3 rădăcini; E | 


ge n „o rădăcină dublă =V15 și o rădăcină simplă = 
i yī5 ; 


= —42 
5 


mc <}<2 y6, o rădătină ; 


h= 2 Vē, o rădăcină dublă = V6 şi o rădăcină simplă 


: 2V6 <n, 3 rădăcini. 
Valorile corespunzătoare pentru parametrul à sînt urmă- 
“toarele, dacă citim tabela precedentă de jos în sus, 


0 <a <3 l z , 3 rădăcini; | 

A=3 re o rădăcină dublă = |6 şi o rădăcină simplă = 
ză aaa 5 m . A a Să a A dt 
alt <A san 30 rădăcină ; | 

ip 5, o rădăcină dublă = as Şi O rădăcină Siupii = =—4— de 

6 n < à, 3 rădăcini. 


IV.33. Să se rezolve ecuația 


z—a . b &—b a 


— — E ——— —— 


(z= > a (t-a b` 


ecuapia dată « se poate scrie . 
R (e, a, b) = R (x, b, a). 


pia a gS r5 N p i . ANEA Ani i 


E - x 


“Observăm CR, a Di aa Mapa 


~ 


B(a +h, aa) = pe 0, 
“Bios, b, TEET) 


şi deducem că ecuaţia este verificată pentru x = a +b. 
Ecuația este verificată gi pentru 2 = 0, pentru că 


deci: Sunog în total două rădăcini ale ecuației şi anume O 
şi æ -+ b. 

Dacă aducem la sing numitor, R (£, a, b) este un raport; 
. în, care numitorul este a? (w — by, iar numărătorul egal cu 


— ba? + (a? + 2b?) œ — a? — b?, 
#6 hipaa cu (2 — a — b) pentru că R (a + b,a, b) = = 0, iar 
ia cae ui de semn, este 
| E PD o DE S ge 
a? (x — - b} i l 
- -Dack facem aceeași operație cu .R (a, b, a) şi suprimär. 
miză factorul (— g +a t b) ecuația propusă. se scrie : 
bz — a + ab — b? ELEL ET: 
(a — b} -> (aa 
scare admite rădăcina v = 0. 
„ Bliminăm numitorii, suprimăm factorul x şi rămîne, ecuaţia. 
„de gradul al doilea | | 
i cl -+ D) w+ ab 


e Rădăcinile acestei ecuaţii, împreună cu rădăcinile 0 osi a+b, 
| sint cele patru rădăcini ale 6cuajţiei propuse. 


3 


2a2 — ab} be a 
a? + ab + b3 


W, 34. Pentru | ce valori i. ale par ametr ului a, duaa 
. pi — sa + 4an — 1 = 0, Maaa mA a y 


: are o rädäçină dublă ? 


288 


` Soluție. Dacă æ asto. rădăcina. dublă a ecuaţiei propuse, 
a este rădăcină simplă a ecuației derivate 


s? — 2w +a=0 | (2) 
Eliminăm pe 2 "între ecuaţiile (1) şi (2); pentru aceasta 
le adunăm membru cu membru, după ce le-am înmulțit ai acu 
cu 1 şi — v, So pnem | 

| 2p2 — 3aw +1=0. o ` (3) 
| Adunăm ecuaţiile (2) și (3) după ce le-am înmulţit; respectiv 
<u 2 şi — g; 0 bținem: 
i ; baot — da + 20 =0 (4) 
Adunăm ecuaţiile (3) şi (4) după c ce le-am înmulţit respectiv 

cu 3a şi — 2 şi obținem , 
| | (10 _9a2) s—a=0, PD) 
de unde deducem pentru rădăcina comună a ecuaţiilor (1) şi (2), 


3 TE. a 
ia = Å —, 6 
$ 10 — 9a - ; (6) 


Înlocuim în i (3) pe z cu valoarea dată de ecuația 

46) şi obţinem | 
108a — 20802 + 100 = = 0, (7) 
o ecuàție de gracu] al doilea în raport cu a?, de unde deducem. 
a? = 1 și @ = —, deci ecuația (1) are o rădăcină dublă pentru 


patru valori ale Sarntal a: 


wea © B) 


` Valorile corespunzătoare ale rădăcinii duble sînt date de 
petre (6), în care se IN Oenieite a, pe rînd, cu valorile (8), se 


o bține S 
l g= +1, v= + r : 
Pentru controlul calculului, se verifică ugor că aceste valori 


satisfac ecuațiile (1) şi (2); de exemplu, pentru v = l, a = 1, 
ecuațiile devin E 


1—4+4—1=0 şi 1—2+1=90. 


04 


PE 1y. 35. Să se T PE thire ce timite trebuie să fie cuprins s 
anjal noii să avem | 


acizi 


„a. să se calouleze derivata funcției 
ş y = arcsin (32 — 423) 
și să se araie că ea este egală cu de trei ori derivata lui arcsin v, 
3. Să se studieze variația funcției- 
y = e sin ba, pentru w > 0 (a şi b pozitivi). 
Să se construiască curba reprezentativă. Să se deducă con- 
„„dițiile ca ecuaţia e-“* sin bo =o să aibă două și numai 


„două rădăcini pozitive. Aplicaţie a = b = 1. 
- Soluţie. 1. Inegalitățile simultane i< lgi LL > 


— 1 sînt respectiv echivalente inegalităţilor 
“Dat —1 a 2x3 — 1 
x2 


—1<0 şi —2> =3. 


RN a 1 
(1) z — 1 z? — 1 
a fiind real, æ? este pozitiv ; din inegalitatea, (1) deducem că n nu- 


_mMitorul æ? — 1 < 0; inegalitatea (2) devine, înmulțind: ambii 
membri cu numărul pozitiv 1 — a2, 


> -3 


<0 şi: (2) 


— i> —3 + 30 sau a<, 


în rezumat, inegalitățile date sînt echivalente cu inegali- 
täțilo simultane | 


æ —1 <0 pi ac 
dintre care, prima este o consecință a ultimei, care se mai scrie 


ii Lai 


g | — 12x7? . 1 — 4x? 
2, y’ = PRESS. ju Lot ES = 3 „a ———— >= 
VI = (32 — 4r} . | Vaz) (1—42) 


E EE.: (arcsin o). 


Via 
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E Derivata fanehia y= aice sin 7 este 
y = — ae“ sin ba + b cos bpe- = e7% ( asin be T be cos ba)- 
. Funcția se anulează pentru sin'ba = 0,2 ==, k = 0,1, 2... 
.„ iar derivata, pont — a sin ba + b cos. bo =0, =. 
— arctg (i+ kr), k= o, 1, 2..., unde arctg Z este determi- 
i naţia principală a funcției arctg 2, adică arcul cuprins între. l 
— — T ; Însă a rgi b ‘sînt. ds pozitivi, deci o < arctg 


l ID ae = x. Dacă însemnăm Xpy ==, Ex = seez Him), 
P ! n 


avem - E r. 
: ; Vy < A < Iepr < Erti l 
i inegalităţi care arată că rădăcinile derivatei separă rădăcinile: 
funcţiei. 

„ Pentru a avea valoarea lui y pentru o rădăcină a iulia 
din 
T y zece sin ba, — a sin bo +b cos be = 0 À 
deducem ` 

ay = e-a a sin bs, ay = = 0-42 b cos bz, 


„| 1 Ta = 0, a Ra Adel 
şi dacă însemnăm prin Neti valoarea funcției pentru v = Ta 


avem T 
l =s (mez —+ i) 
b a -J e. 


aa: =S Vaza € aF gi. 


„Pentru a determina semnul lui” Neti formăm tabela 


+ 


az a +E a k +a o +i 
y' Fo „0 Ta 0 -> + 0 
y 0 Tu 0 — Na 0 Ns 
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` 


de inde, dedno. că ordonata, n de rang impar id „pozitive, 
iar celo de rang par negative. 


a 
— -rr 


Dacă insemnim q=e *® <1, 


a b i ` 
+ b Er : ; 9 
M =. Tar F b a, h = — Mm Nn = + Mg“ 


şi în general, 
esa = M (>90 
relaţie care arată că ordonatele Tea formează o progresie. geo- 
a 
. ——r 
metrică desorescătoare cu ratia — e ° 
zultă imediat din aceste proprietăţi. 
Numărul rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei e—<2gin bæ — 02 =0 
este egal cu numărul punctelor de intersecţie ale curbei 
y = e sin ba, æ > 0, cu dreapta y = c2. Se vede peo figură că -` 
„ dacă m > 02> may avem două puncte de intersecţie, dacă 
a > "02 > ns avem patru puncte de intersecție şi în general, dacă 
Na- > 62 > hz avem 2k puncte de intersecție. Pentru ca 


ecuația dată să aibă două radacmi pozitive şi numai aona 
trebuie ca ' 


. Construcția curbei re: 


> o2 > hs 
sau ee l 


b i a b 
a -b - — (erete — + 2x) 
>c a e * zi . 


a 
b a p arctg — 
Va + bi Vara 


: Dacă această condiţie are loc, prima rădăcină, A stia cu- 
„prinsă în intervalul 0 < X, < É iar a doua rădăcină X, în 
Mitonvetul 1 < Xa < V adică 


0< Z, < arctg- < X, so E 
a 


În cazul particular a = b = 1, avem 


1 9 
1 —— R —"r 1 
-=e t > >e $ 0 < X, <— 7 
Ta Ya „0< R 


1V. 36. 1. „Să se determine - constantele a și b așa ca, po- SR 
` linomul l 


a (v +1) (2 +2) (2 +a) +b 


să fie pătratul unui polinom. 
Să se deducă condițiile necesare și suficiente pentru ca rädä- 
cinile ecuației 


æ (w + 1) (2 + 2) (2+3)+m=0 


să fie toate reale şi diferite. 
i 1 


2. Să se studieze variația funcției y = DE La cînd æ va- 
e 


riază de la — 1 la 4+ 1. Se va reprezenta variația pe o figură. 
Soluţie. 1. Trebuie să avem 


sar Dlordararo=lerpo+ aj 


Identificînd coeficienţii aceloraşi puteri ale T o găsim 
următoarele patru ecuaţii cu patru necunoscute a, b, P, q 


(1) a + 3 = 2p, ` (2) 3a +2 = p? + 24, 
(3) 2a = 2pq, (4) b = g°. 
Relaţiile (1) şi (3) ne dau:: 
(5) 2a = (a +3) q, 
şi pintnd seama de relația (4) : (6) 2a = (a + 3) Yb. 
Din (1), (2) şi (4) deducem 


3a 4 2 =C ao ace. (7) 


Introducînd în (7) valoarea lui Vb scoasă din (6) i i 
ecuaţia în a 


_ + 4a . | 
îi ci ba Poa (8) 
sau | 
aè — 3a2—a+3=0 . a (9) 


cu rădăcinile a = + 1 şia=3. 
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= - Găsim următoarele trei grupuri de soluţii : - 
| PT fete ata S id 
i a=]1, b=-7, D Pa | 
a= —1, b=1, p=1,. q=—1 
"a = 3, b=1, p = 3,. q=1l. 
Ecuatia z (2 + 1) (2 +2) (® +3) + m = 0 se mai poste 
scrie | 


æ (æ +1)(x +2)(@ +3) +1+(m—1)=0, 
sau ţinînd seamă de al treilea grup de soluții de mai sus: 
(42 + 3w + 1)? +m — i= 0, 
224 32+4+14+V1lZm=0. 


„O primă condiţie ca rădăcinile acestei ecuații să fie toate 


reale şi diferite este m < 1. 
Punînd condiția ca discriminantul ecuației să fie real și 


diferit de zero, obținem 
9—4(1 + VI) > 9, + VI Zn < a 
În definitiv avem condiția | 
-2> <m<1. 
1 


1 
2 y="; ya 0+i 


1 
y” (2) = Ze” (+ a), 


Punctul w = 0, este punct de discontinuitate de primă 
speță pentru funcție şi pentru derivată. Curba se compune deci 
din două ramuri. 


2 
f(e) =6" +>; H- s)= ap 


i(+0 =o  ; f(—0)=0. 
f(—1)=0 ; j0) = StL 
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Exceptinā punctul de dioana: æ = 0, diaa a T 


doua y” este E în intervalul (- 1, — ei şi pozitivă în 
intervalele = =, -= 0) (+ 0,1). | | 

Deci prima; ramură a curbei are în intervalul (- 1, — E 
concavitatea în jos iar în intervalul - 2, 0) concavitatiea 
în sus. | = 


Punctul de abscisă v = — => este un nma de indere. 
Tangenta în acest punct. este dreapta de coeficient unghiular 


Prima ramură este tangentă la axa 02 în pasat de abscisă. 
æ = — 1. 

Oea de a doua ramură este asimptotă la axa Oy şi are con- 
cavitatea în sus. 

Derivata y’ se anulează pentru v = — 1, descrește pînă 


la a = — = apoi creşte iarăși tinzând la = cînd tinde la 0 
prin valori rative: Dep. există o rădăcină ra ecuației y’ (2)=0 
cuprinsă între — — z Și 0. 


În definitiv t următoarea tabelă de variație a funcției : 


2 


- e2 +1 
r'| 0 descrește minim creşte 0 | +0 descrește 


7 0 — 0 t | = 
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V. 


TRIGONOMETRIA 


V.1. Se dă ecuaţia irigonometrică 


4p—6 2 9p —1 
cos 2g — |8 p —]| cos g + E a 
5 p—2]: 5(p—2 


-4n care œ este necunoscută, iar p un parametru. 
1. Să se verifice că dacă p = 0, ecuaţia are rădăcinile reale; 
_să se calculeze valorile lui, œ în acest caz particular. 
2. Există și alte valori ale lui p peniru care ecuaţia are 
rădăcinile reale? > 
Soluţie. 1. Înlocuim cos 2% prin 2cos? e — 1 şi ecuația 
devine” 


4p—6 2 4p— 
2 cos2 æ — p= 2) cos g + — PT8 = 
5 p—2 5(p—2) 
sau | l | 
2p—3 __ 


3 


i 2p —3 1 | 
co 2 g— (———— = 
8 = + eo o + 022 


care este « o ecuaţie de gradul al doilea în raport cu cos S. şi ale 
cărei rădăcini sînt 


2p-3 . 
cos a, = Şi COS dp = 


2 
Dacă p = 0, rădăcinile se reduc la 
| 3 1 
cos m =— T gi COS ty =— >." 
E 2 


Valorile &, şi V, corespunzăt oare pentru v sînt reale pentru 
că şi (=) gi a sînt numere cuprinse între — 1 gi +1. 
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. . în 1 Li . 7 zi 1 i 
Din ecuaţia cos 4, = — a. deducem cos (m — 22) = 3? 


T— Da = Ta E şi în general 
= 2kr + z= sau > = kx 360°+ 120°. 


pa) | 3 3 
Din ecuaţia cos æ, = — se deducem cos (r — v) = z Bau 
3 
punînd m—a, =, COS Ẹ = ~ 0,6, 


'lgcos a = 1,778 15, q = 53°7'49”,5 

æ, = 180° — 53°7'49”,5 = 126°52'10”,5 
gi în general 

Sı = k x 360° + 126°52’ 10”,5. 

2. Pentru ca valorile lui y, şi v, să fie reale, trebuie să avem 
cos? a, 1, cos? v, <1, adică 
(2p — 353 14 1 
so kaaa 

sau 
(2p — 3) — 25 <0, (p — 2} —1>0 


(2p — 8) (2p +2) <0, (p—3)(p—1)>0 


Primul trinom se mai scrie 4 (p + 1) (p — 4) şi are rădă- 
cinile — 1 şi + 4; el este negativ sau cel mult egal cu zero, - 
pentru valorile lui p cuprinse între rădăcini, adică 


—1<pSA. 
Aceasta este condiţia ca w, să fie real. 
Al doilea trinom (p — 1) (p — 3) are rădăcinile + 1 gi +3 


şi este pozitiv sau cel puţin egal cu zero pentru valorile lui p 
exterioare intervalukui determinat de rădăcini, adică 


D<I sau 3<. 


Aceasta, este condiţia ca w, să fie real. 
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Dacă. zale poa p ia toate valorile de la — o la +o 
putem forma următorul tabel recapiţulațiv : 


—o<p <- l, & imaginar, Xa real. 
— l1 <p <l, & Şi &a reali. 
1l<p<3 &, real, a imaginar. 
3 <p <4, æ, Şi X, reali. 
4 <p < +o, z, imaginar, v, real. 


V.2. Pe o câmpie, considerată ca un plan orizontal, se află o 
ridicătură de pămînt î în formă de mamelon, a cărei înălțime dea- 
supra planului câmpiei este necunoscută, iar pe vârful mamelonului 
se află un copac, iarăși de înălțime necunoscută. 

Se determină însă că, în momentul cînd înălţimea soarelui 
deasupra orizontului este a = 52"45'20", umbra copacului pe 
cîmpie are lungimea l = 10,45 m, iar copacul AB este văzut din 
punctul B', unde se proiectează umbra drfului său, sub unghiul 
8 = 22°40. Be cere : 

1, Să se determine înălțimea h a copacului AB. 

2. Să se determine înălțimea, H a mamelonului, măsurată 
pe verticala copacului. 

3. Presupunând, că soarele are o mişcare ascendentă în planul 
figurii, peste cât timp de la data observaţiei precedente, umbra co- 
pacului se va reduce la jumătate? 

Soluţie. 1. Însemnăm, în planul figurii, prin O piciorul 
perpendicularei AB pe planul cîmpiei, figurat prin linia ori- 
zontal OA'B', unde A'B' este umbra copacului. Conform i ipo- 
tezei, 


OA =H, AB=h, A'B' =L) XO4'A =X0B'B =, 
XAB'B =}. 


l Paralela AC dusă prin A la A'B' taie dreapta BB' în O, 
deci X% AOB =& « şi AC = A'B' =l, ca paralele cuprinse 
între paralele, iar din triunghiul dreptunghi BAC scoatem 


AB =ħh= AC tg x ACB = ltga. 
lgh = lgl + lgtg a = lg 10,45 + Igtg 52%45'20” = 
= 1,01912 + 0,11904.= 1,13816, 
= k = 13,745m. ` 
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„2, Din iunea dreptunghice 40A’. şi AO B' - avem 
OA = H —O04'tgu, i 
OA = H = (O4' + A'B’) tg (a — b) 
şi eliminînd pe ga” pă înlocuind A'B' = l, 
= (H ctg « -+ 1) tg («— pB), 
H [tg oa = Lig «a tg(«— pB), 


H = lsin «sin (« — B) 


. -sin B i 
lg H =lgl + lg sin « +lg sin («— ß)—lg sin p = 
= lg 10,45 + lg sin 52*45'20”' + lg sin 50°42'40” — 
— lg sin 2°2'40” = 1,019 12 + 1,900 94 + 1,888,171 —: 
_ —2,552 35 = 2,256 42, 
H = 180,475 m. 
3. În momentul inițial al observației, înălţimea, soarelui 
deasupra orizontului este «, iar lungimea umbrei copacului 
este l; aceste două numere sînt legate de aimes h a copa- 


cului prin relația 
l h = liga. 
În momentul final al observaţiei, înălţimea soarelui dea- 
supra orizontului este a, iar lungimea, umbrei copacului este 
[îi =>  şi-aceste două numere sînt legate prin relaţia 


_h=Vitga sau tga'= 22 


lg te œ’ =]g 2-+lg h— lg 1=—0,301 03 +1,138 16 —1,019 21 = 
Di de „n =-0,420 07, a' = 691112”. 
o “Pio T timpul, exprimat í în ore, necesar soarelui să se ridice 
de la înălțimea a = 52*45'20” la înălțimea «' = 69°1112""} 
presupunînd că soarele descrie (în aparenţă) în 24 ore, cu viteza 


constantă, un cerc, adică înălțimea lui deasupra orizontului 
creşte cu 360%, obținem ecuâţia 


“T __ 69011127 —:52045257 
24 O. 360 
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care exprimă, că, spațiile parcurse ie- soare pe orbita lui circu-: 
lară (evident; aparentă). sint. proportionales cu timpurile respec- 
tive. Deducemj 
m 04% 1602552 , T= 16 ore, 25 minute, 52 secunde, | 
360° = B, 
Însă 16 ore, 25 minute, 52 secunde = 15 ore, 75 minute, 
652 secunde, deci T = 1 oră, 5 minute, 43,4 secunde., 


V3. — Bradule, te- -a frânt furiuńa! Cât de înalt . ai: “fost 

- — Nu ştiu, dar înainte, de-mi râdea soarele sub un unghi 

de 60° lăsam umbră cât lungimea ce mi-a rămas ; iar, acum, de-mè 

plînge sub un unghi de 30°, las doar 20 îm. “peste ce-am pier dut! ! 
Să se afle înălțimea bradului. 


Soluţie. Fie AC =% +y lungimea inițială a bradului, 
AB = {g lungimea lui finală,:deci BC = y lungimea pierdută. 
Cind razele soarelci fac cu solul, presupus orizontal, un unghi 
a = 60°, umbra bradului AC este AD = v, iar cînd razele s0a- 
. rélui fac cu solul, unghiul 8 = 30°, umbra bradului AB este 
AE =y+a unde a = 20 m. 

- Din triunghiul dreptunghi CAD avem 


OA = ADX tg a, Y +9 = a tg o 
Din triunghiul dreptunghi BAE avem 
BA = AE x tg p, æ = (y + a) tg B. 


Rămîne să rezolvăm sistemul de două ecuații cu două 
necunoscute 2 şi y: 


y+-a=atgoa, w = (y + a)tg pB, 
de unde scoatem: 
l a atgg f 
1 + tgß-tgatgB, 
i _ ateBitga —1)_, 
1+ tg B—tgatgB 
nS atga tgp 
Oty = 1+ tgB—tga tg B 
În cazul particular al problemei, = 


o o | 1 
a=60, p=30, tga=V3, teb => 
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deci T aui E | z 
So o=a y =a(V3—1), +y = ay3, 
sau înlocuind a = 20 m, Y3 = 1,732, 

lungimea, inițială e -+ y = 34,64m, 

lungimea finală æ = 20 m, 

lungimea pierdută y = 14,64m. 


În cazul particular al problemei se observă că diie 
a şi B. fiind complementare, triunghiurile dreptunghice CAD 
Şi HAB sînt asemenea, pentru că au respectiv unghiurile egale ; 
dar ele au catetele AD = œ = AB, deci ele sînt egale, de unde 
rezultă că şi celelalte catete sînt "egale, adică CA = BA sau 
y + æ =y + 20, deci x = 20 m. , 


V.4. Să se rezowe ecuația 


(p + 3) cos 4w — (2p V2 +3 V2) cos 2w + 2p +3 = 0 
şi să se discute după diferitele valori ale parametrului p. 
Să se calculeze în grade, minute şi secunde, valorile lui œ în 


cazul particular p=V2. 
Soluție. Avem cos 4w = 2 cos? 2w— 1 şi înlocuind, obținem 
ecuaţia de gradul al doilea în raport cu cos 22 


2 (p + 3)cos22z — (2p VZ + 3 Y2) cos 2w + p = 0, 
ale cărei rădăcini sînt 


 2pV/2+3V243V2 
Di: 4(p+ 3) 
adică N 
cos 24, = 2, cos 22, = LĂ 
2 2(p + 3) 


Funcția cosinus variază între — 1 şi + z deci a, şi 22 
sînt reali dacă — 1 <~ Le C+1l şi —1< AE Pg <1l 
Prima condiţie este îndeplinită, deci ~, este real; a doua 


condiţie se scrie ee < + 1, sau p2S2(p + 3), sau 
i | pe + 12p +18 > 
Rădăcinile trinomului, sînt p = — 6 + 3 Va; ; trinomul este 
pozitiv sau nul dacă 
e 06 sau p> acu (1) 
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` Aceasta, este condiţia, ca, a, să fie teal; condiţia se poate 
„obţine geometric în felul următor : Za este real dacă | 


—1 <a < < +1s -V3 <-5 < <+/2: 


şi dacă punem q =- E =» ecuația de legătură dintre p și q se 


mai scrie pg + -3q — p = 0 şi reprezintă, în raport cu axele 
rectangulare Op, Og, o hiperbolă echilateră, cu centrul în punctul 
(— 3,1), cu asimptotele paralele la axele de coordonate şi care 
trece prin origine. Dreapta g = V2, taie hiperbola în punctul 
A(—6—3V2, V2), iar dreapta g = — 2, în punctul B(— 
—6+ 3/2, LVD). Fie A! și B' punctele de la — œ și + œ 
ale hiperbolei în direcția asimptotei orizontale. Pe o figură se 
vede că dacă ordon ta g satisface. condiția — V2 < g < + 
+ V2, punctul curent M (p, q) de pe hiperbolă trebuie să se 
găsească pe arcul AA’ sau pe arcul BB’, adică abscisa p a punc- . 
‘tului M trebuie să fie mai mică decît abscisa lui A sau să fie 
mai mare ca abscisa lui B, adică tocmai condițiile (1). 


Din cos 22, = E. deducem 
20, = +45, a, = + 2230, 


i Tı =(t+4) 7 


Dacă p = Vă, avem V2 > —6 + 3V2, 'eci valoarea co- 
respunzătoare pentru 2, este reală şi dată de 


pV2 2 1. 
ii ca A 2(p+3) 238+)  s3+V2 
lg cos 27, = — lg 4,414214 = — 0,6450643 = I. „8549857 
2%, = 16255113" 5 432. a 
Ta = 38°27'36",5 1204... 
L 1 204 x 60 = 13”? 
` 5432 . 


Za = k X 180° + 38°2736”,5 
V.5. Să se rezowe un triunghi ABO, cunoscînd latura BO = 


„= Q, unghiul A şi ştiind că laturile verifică relația : a=2 (b—c). 
Lido Aplicaţie : a = 235 m, <X A = 43°51'17". 
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-Soluţie. Vom începe prin, a determina unghiurile triun- 
ghiului. Teorema sinusurilor —— = =t t o permite 
sinA sinB sinG 
să înlocuim relația dată între laturi, printr-o relație între un- 
ghiuri 
sin A = 2 (sin B — sin C). 


Această relația se mai scrie succesiv : 


, i = c 
sin A = 4 sin ŽE cos rS, 

A A e SERI „car A 
2 sin — cos — = 4sin sin —.: 

2 2 2 

Lăsînd cazul banal sin Z = 0, ne rămîne 
A i . B —C 
cos -> = 28in . 


Unghiul A fiind dat, caleulăm suma B + C = 180 — A, 
apoi diferenţa B — C o determinăm din relaţia precedentă şi 


unghiurile B, C se află numai decît. Deoarece cos— < 1, se 


vede că problema este totdeauna posibilă (se presupune bine- 
înţeles că b > e). De aici încolo cădem peste unul din cazurile 
clasice de rezolvare ale triunghiurilor oarecare; laturile b, e 
se calculează cu formulele 
pa asi, e = Sme 
l sin A sin A 
iar aria cu formula, 
i ER a?sin B sin C i 
2 sin A 
Să luăm acum datele numerice ale problemei. Vom avea : 
B-—C 1 


sin — = — 008 21°5538”',5, 
2 2 


lg sin ŽE = 1,66636, B — 0 = 55°16'10", 


B = 95°42'26”,5, 0 = 40°26'16”,5. : 
1g b = 2,52828, lgcc = 2,34243, lg g8 = 4,41031 
b = 337,5 m, c = 220 m, 8 = 25 722,35 m2. 
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Observaţii. 1. Construcţia triunghiului -se poate face astfel :: se cons- 
truieşte hiperbola care admite ca focare punctele B, C şi ca axă transversă 


B'C'=2a' =b —c = B’, C’ fiind mijloacele segmentelor MB, MC (M mij- 
locul lui BC). Celelalte elemente ale hiperbolei sint: distanța focală 2c' = BC=a; 
axa netransversă 2b' = 2Vc2— a% =a 2 unghiul œ pe care o asimptotă n 


face cu BC este dat de tg œ = 2 = Y3, deci a = 600, 


Considerind segmentele de cerc capabile de unghiul dat A, construite pe 
BC drept coardă, acestea se vor intersecța cu ramura de hiperbolă, pentru care 
b >c, în două puncte reale A,, Aa simetrice în raport cu BC. Triunghiurile 
A. BC, ABC sint soluţiile problemei. Ele sînt egale, fiind simetrice în raport cu 
BC, deci” nu sînt distincte ca mărime. Avem astfel confirmarea calculului trigono- 
metric. 

2.' Rezolvarea triunghiului ABC se poate face şi astfel : 

Calculăm întti laturile b, c cu ajutorul unei ecuaţii de gradul al doiisai Din 
relaţia dată, deducem 


a = 4 (b? + cè — 250), 


a@ = 4(a2 + 2bc cos A — 2bc), 


A 2 
8be (1 — cos A) = 3a, be = — I; 
16sint A. 7 
2 a 3 
4 sin? — sin? — 


Deci lungimile b, c sint rădăcinile ecuaţiei 


za — — 1+ x+ = 0; 
2 sin 16 sin? 
3 
bai aeea ea i ati ai, 
4 . sin? — 4 sin2 Ea 


Se vede şi pe această cale că problema admite o singură soluție. Mai de- 
parte unghiurile B, C se calculează printr-unul din procedeele clasice. Aria triun- 
ghiului este dată de formula | 


a 
TE 
16` 2 
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z: 13.. Friunghiurile ale-căror laturi verifică relaţia a= 2 (b— c) se bucură de 
proprietăţi speciale interesante; iată citeva: PA 


l . c 
icos A + 4 cos (B — C) = 3, t Ž=3g > 


A c C 
4 tg — + 3tg — = ctg — 
2 2 2 


Tp = 3r; = 2ha, E reia) 
lha h, he 


Cercul înscris (I) în iriunghiul ABC este tangent laturii BC tn punciùl B’, 
iar cercul exinscris (Ia) este tangent tn C’ laturii BC. Dacă notăm cu D’ piciorul 
bisectoarei exterioare a unghiului A, avem relaţiile 


D'B = 26, D'C=25, AD2=3be 


deci pulerea pinclului D’ în raport cu cercul A BC este £ aD., 


4. Hiperbola considerată mai sus, tmpreună cu celelalte două analoge, cons- 
tituie un grup de hiperbole remarcabile ataşate unui triunghi. Ar fi interesant de 
studiat proprietățile acestor trei hiperbole, folosindu-ne, de exemplu, de coor- 
donatele: baricontrice, 


v. 6 Să se rezolve un triunghi oarecare ABC, cunoscând 
latura BO = a, mediana m, şi înălțimea h, care pleacă din 
vîrful A. 

Discuţie. Aplicaţie: a = 175 m, m, =171 m, h =63 m. 


Soluție. Se calculează întîi unghiul « = X AMB din tri- 
unghiul dreptunghi ADM (D, M piciorul înălţimii h, şi mij- 
locul lui BC). Avem deci sin « = Dj din această relaţie vom 

a 

determina două unghiuri « şi 180° — «, astfel ca a < 90°. Re- 
ținem numai primul unghi, al doilea nefiind acceptabil; con- 
-diția de posibilitate a problemei este h, < m. Dacă această 
condiţie este verificată, atunci problema admite totdeduna o 
soluție unică. Mai departe, vom considera triunghiurile MAB, 
MAC în care cunoaştem cîte două laturi gi unghiul cuprins între 
ele şi avem astfel un caz clasic de rezolvare. 

Să tratăm cazul pornanar din enunţ; vom avea 


lg sina = lg 63 — lg 71 =. 1,948 08,'a = 62°32'15” aproximativ. 
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Erig: 


- “Dacă notăm AX MAB = u, în triunghiul MAB, avem - 


dir! 
tg AZ = ctg . 
2 a 2 
ax ir 


= 19 33,5 — lg 108,5 + lg ctg 31%16'7%,5 = 1,70619, 


B — u = 53%53'44",6; B + u = 11709745”, 
B = 85°40'4”",8, u = 31°47'0”,2; 
lg c = lg m, + lg sin « — lg sin B = 1,80810, c = 64,283 m. 
Dacă notăm X MAC = v, în triunghiul MAC, avem 


= lg 33,5 —le 108,5 + lg tg 31%16'7%,5 = 1,272 99 


C — v = 21°14'19”,2, 0C+o=au= 62°32'15", 
O = 41°53'17”,1, = 20°38'57”,1; 
, lgb = ig m, + lg sin « — lg sin O = 1,974 77, b = 94,356 m. 


Unghiul Æ’al triunghiului ABC se poate calcula pe două căi : 
din egalitatea &x A = u + v = 52°25'57",9, sau din egalitatea 
X A = 180° — (x B +x 0) = 52°25'58" 1 
| Avem astfel o verificare de calcul; diferenţa, de 0'',2 pro- 

vine din erorile acumulate prin neglijarea diferitelor zecimale. 


G 


Aria 8 a triunghiului se calculează din formula 8 = z i l 


lg 3 = 1,87506 + 1,79934 —0,30103 = 3,37337 
S= 2 362,50 m?. 


Observații. Să arătăm cum se poate construi triunghiul ABC cu da- 
„tele problemei, Vom indica 'două căi diferite. 

1. Construim fntti triunghiul. dreptunghi AMD căruia ti cunoaștem ipo- 
tenuza ma şi o catetă ha. O dată Construit isa triunghi, măsurăm pe direcția 


catetei MD segmentele egale MB = = MC = = = şi obţinem celelalte două viriuri 
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"B, C ale triunghiului. Construcţia este posibilă numai dacă ha <M, cazul 
limită corespunzind triunghiului dreptunghi. D n această const'ucție ne putem 
da se ma dacă tr.unghiul ABC est: ascuţitunch. sau optuzunchi. 

În adevăr pentru ca unul din unghiurile B, C să fie obtuz, trebuie ca unul 
din punctele B, C să cadă între M, D; aceasta cere ca 


i a 
MB< MD, =< |r -a ; 
aceasta este condiția ca unghiul B Să fie obtuz. În cazul 
a Z 2 
2 > Vaz — ha , 


unghiurile: B, G sînt ascuţite; aşa este cazul numeric tratat. 

Să vedem cînd unghiul A este obtuz; dacă A = 90°, atunci triunghiul ABC 
fiind dreptunghi avem a = 2ma. Deci pentru ca unghiul A să fie obtuz, trebuie 
ca a > 2ma, iar pentru ca unghiul să fie ascuțit trebuie ca a < 2m . 

2. Se ia un segment BC = a şi din punctul M mijlorul acestui segment drept 
centru se descrie un cerc cu raza m, ; paralelel duse la BC la distanţe egale cu lun- 
gimea h, intersectează (dacă ha < m,) cercul în patru puncte A, Aa, A, A“ 
astfel că patrulaterul A,A„A“A", este un dreptunghi. cu centrul M. Avem astfel 
patru triunghiuri A,BC, ABC, A", BC, A’,B C care constituie soluţiile problemei 
ele sînt distincte ca aşezare, dar nu şi ca mărime, căci sînt două cite două sime- 
trice fie în raport cu BC, fie în raport cu mediatoarea lui BC, fie în raport cu 
punctul M, astfel că avem o singură soluţie ca mărime. 

“Lungimile b, c se pot calcula şi pe cale geometrică, astfel: 


AR = = AD? + BD? = IÈ + (MB — MD} = 
a? aa 
= + -T + (ma — 18) — amet, 
ia ere Ad z 
d = mg So — a mana. 
AB = b? = AD? + CD? = kê + (MC + MDR = 
a? ao 
= + (m — R) + am, 
ra ja i 
i = mat + ama i. 
(am presupus cazul b >c). 


Din relaţiile precedente deducem relația cunoscută 
3 2 
m cai be it 
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` Dacă presupunem că a>b>c avem de asemenea relaţiile Ea, 
aa — b? = 2c mere, a — è = 20 me — mp. 


De aici scoatem următoarele relaţii interesante 


b m = ne -R =c |j -E + a |m- — 12, 
35 me = = co me 12 = 12 + a/m- -k, 


2 2 2 2 2 2 
alaa c mg — he "i alm- 


a e. 


V.7. Să se rezolve un triunghi oarecare, cunoseînd, latura 
BO = a şi înălțimile h,, h, care pleacă din B, O respectiv. 
„Discuţie. Aplicaţie : a = 121 m, h, = 105 m, h, = 97 m. 
Soluţie. Începem prin a calcula unghiurile triunghiului 
ABC; se deduc humai decît relaţiile : 


sin B =, sin € =4. (1) 
a a 


Din aceste relații deducem unghiurile B, C, după care calcu- 
läm pe A făcînd diferența la 180°. Laturile b, c le calculăm cu 
formulele 

he ho 


= 2 0 = ———— ?) 
sin A sin A 


iar suprafața cu formula 
S = hp he 
2 sin A. 


Pentru ca problema să admită soluţii, trebuie în primul 
rind ca: 
h <a, ha. | (2) 


Dacă aceste condiţii sînt îndeplinite, atunci din prima ega- 
litate (1) vom putea deduce un unghi B < 90 şi un unghi 
180° — C > 90°; s-ar părea deci că problema admite patru 
soluţii, în realitate însă cazul cînd unghiurile triunghiului 
ar fi 180° — B, 180° —'0 trebuie exclus şi rămîn trei soluții. 
Să vedem dacă toate sînt acceptabile. Avem de deosebit două 
cazuri : 

1. n < h, deci © < B; : 
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din cele trei grupe de soluţii probabile (B, 0), (B; 180%—0), 
(180° — B, 0) trebuie să excludem pe a doua, căci în acest caz 


B+ (180 — 0) > 0 
deci ne rămîn două soluţii (B, C), (180 — B, 0). 
2, h> he, deci C> B. 
% în acest caz trebuie eliminată soluția (180° — B, C) şi ne 
rămîn tot numai două soluţii (B, 0), (B, 180° — 0). 
l Așadar, dacă avem îndeplinite condiţiile (2), atunci pro- 
blema admite totdeauna două soluţii distincte ca mărime. 

Cazul h, = h, conduce la o soluție unică (un triunghi 
isoscel). 
Să AR) pe acum cazul particular din Diobletaiit, Sîntem 
în cazul y > h,, deci vom avea două soluţii (B, 0), (B, 180° — 0) 

=- lgsin B =1lg97 —lg127 = 1,88297, Bi= 494754”; 
lg sin 0 = lg 105 — lg 127 = 1,91739, C = 5504675, 
Primul triunghi are deci urmăţoarele unghiuri : 

A = 7425'58',5; B = 494154"; 
O = 55°46'7”,5, 

iar al doilea triunghi , 

A = 5°58'13”,5; B = 494754”; 0 = 124°13'52”,5. 

Laturile b, c şi aria S a primului triunghi sînt date de 

lgb = lg h, —lg sin A = 2,00301; b = 100,69 m: 
lge = lg hi—lg sin A = 2,03743; c = 109 m; 
lg Si= lg h + lg h, — lg sin A —flg32]— 3,72817 ; 
S = 5 286,50 m?. 
Pentru al doilea triunghi, avem 

(lg b = 2,96968; b = 932,56 m; 

lg e = 3,00410; ce = 1 009,5 m; 

lg S = 4,68984;  S = 48 960 m2. 


Observații. Dacă construim triunghiul ABC pentru care se cunosc 
elementele a, hp, he, ajungem la aceleaşi concluzii cu privire la posibilitatea pro- ~ 
blemei. În adevăr, construim întti un segment de dreaptă BC = a şi pe acest 
segment ca diametru construim un cerc; apoi din punctele B, C respectiv drept 
centre, cu lungimile h}, he drept raze descriem cercuri. Pentru ca problema să 
admită soluţii reale, trebuie ca aceste cercuri să intersecteze cercul de diametru 
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l BC in. puncte reale; avem deci- tot două condiții de posibilitate: a. problemei, - 
a< a, ħe < G, adică tocmai condițiile (2). Dacă aceste condiții stnt verificate, 


atunci cercul B(hy) intersectează cercul (BC) în două puncte E, E’, simetrice în 
raport cu diametrul BC, iar cercul C (he) intersectează același cerc (BC) în alte 
două puncte F, F’ de asemenea simetrice în raport cu BC. Dreptele BF, CE se 
intersectează în punctul A, iar perechile de drepte (BF', CE), (BF', CE”), (BF, 


CE"), se intersectează respectiv în punctele A,, 4’, A + Triunghiurile ABC, A,BC, 


A'BC, A BC sint soluţiile problemei; ele sînt două cite două simetrice în raport 


cu latura BC, deci, ca mărime, avem numai două soluţii, așa cum am găsit 
şi pe cale trigonometrică. 

Să considerăm triunghiurile distincte ABC, A,BC; vom da citeva proprie- 
tăţi ale acestor triunghiuri. Să notăm cu D piciorul înălțimii dusă din A pe latura 
BC, iar cu H ortocentrul triunghiului ABC; punctul H,, intersecţia dreptelor 
BE, CF’ este, evident, ortocentrul triunghiului A,BC, deci dreapta A,H, este 
perpendiculară pe BC într-un punct D,- 

Punctele D, E, F’ sint colintare. 

În adevăr, avem X BDF’ = X BDF, XEDA = X FDA, ks BDF'+ 
+ & BDA + X EDA =—-180. 

Punctele E, F, D, sînt coliniare. 

În adevăr,- diagonalele patrulaterului BECF' sint BC, EF’ A, H; se ştie că 
fiecare din ele este împărţită armonic de celelalte două (teorema lui. Pappus); 
aplicînd aceasta diagonalei BC, deducem că punctele D, D, sint conjugate armonic 
față cu B, C ; aplicînd aceeași teoremă patrulaterului AEHF”, deducem că dreapta 


-EF trece prin D, 


Dreptele AH, AH, sint respectiv polarele punctelor D,D în raport cu cercul BC. 
Să presupunem că hy < he, deci B > C. Este uşor de văzut că în acest caz 


AX EDC = B — C; tangenta în A la cercul ABC intersectează latura BC, în 


T, iar tangenta în Ai la cercul A,BC intersectează pe BC în T, Dreptele AT, 
EF fiind paralele avem X ATD, = B — C, deci + ATD, = AX BAC = B-C 
adică patrulaterul A,A BT este inscriptibil; urmează că + ZA,B = TAB = 
= C, deci dreapta ZA, este tangentă în A, la cercul ABC, LE T. Rezultă că 
avem : 

Tangentele tn A, A, la cercurile A BC, ABC se intersectează tn acelaşi punct 
T pe BC astfel ca TA = TA, 

Punctul A, este a doua intersecție a laturii AC cu cercul lui Appolonius cores- 
punzător vtrjului A. 

Bisecloarele unghiurilor A, A, se intersectează pe latura BC. i 

Dacă he < hp proprietăţile precedente (unele din ele) suferă oarecare mo- 
dificări : lăsăm pe seama cititorilor să facă acele modificări şi să găsească şi 
alte proprietăţi noi ale configurației, PROPUI EN care sînt foarte numeroase şi 
nteresante. 


V.8. 1. În ce interval, expresia 
Vsina pPcos2a 
are. 0 valoare reală | | | 
2. Să se calouleze limita, derivatei acestei enpresii cînd v —> = 
Soluţie. 1. Avem cos 2w = 1 — 2 sin2z, deci 
l sin w + cos 2w = 1 + sing — 2 sin?g. 
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Acest trinom de gradul al doilea în Spot cu sin T, egale 
cu zero, ne dă o ecuaţie ale cărei rădăcini sînt - 


1 
sin v = 1 şi eS 


şi trinomul este pozitiv pentru valorile lui sin æ cuprinse între 
rădăcini, adică 
s = <sings<1, 


sau luînd pentru v cele mai mici arce în valoare absolută, 
T 7r 
Cala i 
sau în general 
2kr — © < 2 < 2kr ka 


Aceasta este condiția ca expresia dată să fie reală. 
2. Derivata expresiei date este d 

__ Cost — 2 sin 22 

“ aVsin zreos2z 


care pentru 2— 7 se prcamta sub forma nedeterminată > - - 


Însă am văzut că | 
sin % + cos 2x = 1 -- sin x — 2 sin2p = (1—sin v) (1 + 2sin v), » 
iar. l 


1—sin s =1 —cos(£ — o) = = 2 sin? (Ea) 
2 4 2 


La fel | 
cos v — 2 sin 22 = cos æ (1 — 4 sin v), : 


- . T zr T z l 
cos 4 = sin | © — æ | = 2 sin | Z — Z | cos? —2 1, 
2 4 2 4 2 


iar 


E = cosl 5—2 1 — 4sinz 
4 . 2] V2+4sinz 
care pentru 22 » tinde către 
1—4 3 
E-» 1 === 
Ve Ve 
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E v. 3. Dacă z este necunoscut, iar p um parametru, să se rezolve 


ecuaţia trigonometrică: 


2 (p + 1) cos 2% + 4p sin x — 3p — 1 = 0, 
adică : 
1. Să se deducă ecuaţia de gradul al doilea în Ppor CU Sin o 
şi să se calculeze cele două valori ale lui sin æ. 
2. Să se determine valorile parametrului p pentru care 
valorile corespunzătoare ale lui œ sânt reale. 
3. Să se calculeze îm grade, minute şi oc ae valorile lui 


æ în cazul particular p = — ri 


Soluţie. 1. Avem cos2% = cos2z — sin?2z, iar cos?s = 
= 1 — sin?g deci cos 2s = 1 — 2 in?g, şi ecuaţia dată devine 


4(p + 1) sin? — 4p sina +?— —1=0,: 
adică o ecuaţie de gradul al doilea în raport cu sin v, ale cărei 


rădăcini sînt 2+2, adică: 
i APD O 


P-1_, 
2(p + 1) 


2. Funcția sin a variază între —1 şi +1, deci valorile 
2, Şi x sînt; reale dacă sinusurile lor Sta cuprinse între aceste 


“limite ; 4, este real pentru. că — 1 <> <1, iar Da este . real 
dacă 


: 1 ; 
sin gi = a ; sin = 


E ce a DEE naut E die E, 
<er S OOo para TA 


sau înmulţind cu numărul pozitiv (p + 1), 
—2 (p +1} <P —1<2(p +1). 

Parametrul p trebuie să saisfacă inegalitățile simultane 
: —2 (p +1} <p°—1 şi p?— A La 
adică 

3p? + 4p +120. şi p? + 4p +3 

Primul trinom se anulează pentru p egal cu — 1 sau — Z ; 
al doilea trinom' pentru p egal cu — 3 sau — 1. Prima inega- 
litate este satisfăcută pentru p <—ł sau p> ->i à doua 
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inegalitate pentru p<—3 sau p>-—1. “Rezultă că -ambas 
inegalităţi sînt satisfăcute simultan pentru 


px<—3 sau p> 2: 


Observaţie. Dacă punem q=? — » deducem că z, este real 
ESA P+ 
dacă — 2 Sq < 2: Însă ecuaţia de legătură dintre p şi g se mai scrie 


PpP- p+p+1=0 


şi reprezintă, în raport cu două axe rectangulare Op, Og, o hiperbolă echilateră 
cu centrul în punctul (—1,1) şi cu asimp- 
totele paralele cu axele de coordonate. 
Curba trece prin punctele (0,— 1) şi (1,0) 
şi se construieşte uşor ; dreapta q=2 taie 
curba în punctul A (— 3,2), iar dreapta 


q =— 2, în punctul B E -2) 


Se vede pe figură (fig. 49) că dacă ordo- 
nata g satisface condiția — 2 < p <2, 
punctul curent M (p, q), de pe hiperbol% 
trebuie să se găsească pe arcul AA’ sau 
pe BB’, adică abscisa p a punctului M 
trebuie să fie 


| F? 1 
Fig. 49 a pa) 


3. Sin d, = 7 deducem æ, = 30° sau z, = 150° şi în general 


și > E + 24) x Sau V, = (2% +a — 5)" 


x a Sl POI anA T A 
Dacă p = 7 avem 20+5 5 A Sin 4 = 
sau punînd 23 = — y, avem sin y = + =. 
lg sin y = lg 2—lg 3 = 0,30103—0 41112 0,30103+1,52288 
lg sin y = 1,82391 14 60 
lg sin 41°48’ = 1,82382 9x l l 
lg sin 41°49’ = 1,82396 a= oxe = = = 38 
y = 4148'38”, La = — 41°48'38”. 


Acesta este cel mai mie arc, în valoare absolută, al cărui 
: 2 
sinus este egal-cu — a 
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= V.10. Un balon sferice de rază r = 5 m, este văzul de un 
observator așezat pe un plan orizontal sub un unghi a = 1°28’, 
dar unghiul făcut de raza vizuală ce merge la centrul balonului 
cu planul orizontal este determinat de acelaşi observator ca fiind 
B = 78%43'. Se întreabă : 

1. La ce înălţime h se găsește balonul? 

2. Presupunină că balonul se înalţă pe verticală cu 100 m 
-față de poziţia precedentă, sub ce unghi va fi văzut de același 
observator, în această nouă poziţie? 

Soluţie. 1. Fie B centrul balonului, A poziţia observatorului, 
O piciorul perpendicularei BC pe planul orizontal AC ; în triun- 
ghiul dreptunghi ACB 
avem = BAC. Pla- 
nul ABO taie suprafața 
sferică a balonului după 
un cerc, fie AT o tan- 
gentă din A la acest 
cerc; triunghiul ATB 
este dreptunghi în 7 
(punctul de tangenţă) 


şi A = 4 BAT. 


În triunghiul drept- 
unghi ACB avem 0B= 
= AB sin 6, iar în 
triunghiul dreptunghi A 
ATB avem BT = Sie 30 


=A Bsin Č , sau făcînd înlocuirile : BT=5, = 44', B = 7843, 
| 2 ; 2 


5 sin 78°43’ 
sin 44’ 
lg h =1lg 5 + lg sin 78°43’ — lg sin 44' = 
= 0,69897 + 1,99152 — 2,10717 = 
= 0,69897 — 1 + 0,99152 + 2 — 0,10717 = 2,58332. 
Înălțimea h la, care se găseşte centrul balonului este 
h = 383, 108 m. 


2. Dacă balonul se găsește:la; înălţimea h’ = h + 100 = 
= 483,108 m, avem CB’ = h', unde B’ este centrul balonului ; 
în triunghiul dreptunghi ACB’ (fig. 50) însemnăm B’ = AXB'AC. 


h = 0B = 
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Planul AB'0 taie suprafața storioă a balonului după un cere, 
fie AT" o tangentă dusă din A la acest cere ; triunghiul AT'B' 
este dreptunghi în T’ (punctul de tangenţă) şi unghiul căutat 
i sub care este văzut balonul în noua lui poziţie, este dat de 


7= B'AT". 

În triunghiul dreptunghi A0B' avem 0B' = AB' sin p’, 
iar în triunghiul dreptunghi A7'B' avem B'7' = AB' sin 
= , sau făcînd înlocuirile, B'7' = 5,- 0B' = 483,108, 


aie eee RP, 
12, 483,108 
Să calculăm mai întîi pe B’; în triunghiul dreptunghi 
AB'0, avem OB’ = CA x tg B’, iar în triunghiul dreptunghi 
ACB, avem, CB = CA -tg B, de unde scoatem 
/ 


CB'-tg B 
LAT 2 
4 948 
a Br = 83,108 x tg 78°43 ; 
383,108 me 


lg tg B’ = : Ig 483,108 — le 383,108 + lg tg 7843' = 
= 2 68405 — 2,58332 + 0,70002 = 0,80075. 
B' = 81°0'34”. 
Valoarea lui. «' este dată de 


lg sin E = = lg 5 + lg sin 8’ — lg 483,108 = = 0,69897 A 


+ 1,99463 — 2,68405 = 0,69360 — 2,68405 = 2,00955. 
Tabelele arată că unghiul 3 = = este cuprins între 0°35’. 
gi 0°36’ gidă pentru valoarea corespunzătoare a lui $=6,68556,7 
logaritmul dat = 2,00955 
8 = 6,68556,7 
diferența lg z' = 3,32398 
Tabela numerică dă œ = 2108”,5. 


Dar 35' = 2 100”, deci 2 = 35'8”,5, 
x = 2g = 1°10'17”. 
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LE mate e EE eat e asa Lt a: N A E LS $ ne E - i ` AIBE ie E A re 
A R A a ti : 7 = 5 =% : - p Sega gox 
E ` T a pi E É AE dj e. Ei i 


i A 


v 11. sa a Teolo triunghi ABC în care se dau a, A i 


pn = pă = 500 m, r = 53°37 gar 


Soluţie. Din relațiile fundamentale — = — = —— se 
sinA sinB  sinC 


deduce, prin aplicarea proprietăților rapoartelor egale, 
a _ b+e 
sin A E sin B -+ sin C 


b+c 
a 
2 sin A = sin B + sin 0. (1) 
Avem apoi relaţiile sin A=2 sin 2. cos 2. 


B+ C B 
2 


=C A BG 
cos = = 2 COS —_- CO8 . 


sin B + sin C=—2sin 
Cu aceasta, relația (1) devine 
B — C 


(2) 


. | 
2 ain 7 = 008 


(Am simplificat cu factorul cos 2 , care este diferit de l 


Zero, căci altfel ar trebui ca, = =2 , A =, triunghiul s-ar 


reduce la o dreaptă). 

Unghiul A fiind dat, vom putea deduce din RTR (2) 
diferența B — C, iar din relația A -+ B + C = x, vom deduce 
suma B +0 

Avind cunoscute pe B + O şi B — C, vom deduce valorile 


lui B, 0. Laturile b,cse deduc din pieţe îi In , (=> sin C 


? 


sin A “sina 
iar aria S se deduce din relația 8 = = be sin A. 
Discuţie. Avem, evident, inegalităţile 
B—0<r, rade <7, 0 dos a 
Relația (2) ne dă 0 <sin = ai, de unde reiese sin £ < <sin T 
As? oo (9) 
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. Ultima inegalitate este condiția de posibilitate =) ibia. 
Sä regăsim această condiție pe o cale geometrică. Fiind 
dată latura BO = a şi unghiul opus A, locul geometric al vir- 
fului A este segmentul de cere ce trece prin B, C, şi este capapil | 
de XA (fig. 51). 

__ Relația de condiţie b + c = 2a ne spune că suma distan- 
ţelor vîrfului A la punctele fixe B, 0 este constantă și egală - 
cu 2a. Viriul A se găseşte deci pe „elipsa care admite punctele 

» O ca focare şi a cărei axă 
n VV' este egală cu 2a. 
Segmentul de cerc pe 
care se mișcă punctul A inter- 
sectează această elipsă în 
două puncte A, A’ care pot 
fi reale şi distincte sau con- 
v fundate, sau imaginare. Cons- 
trucția triunghiului este deci 
făcută, avem două triun- 
ghiuri ABC, A'BO, care se 
pot construi cu datele pro- 
Fig. 51 blemei. Cele două triunghiuri 

sînt simetrice în raport cu 

mediatoarea segmentului BC. Pentru ca punctele A, A' să fie 
reale, trebuie ca semiaxa mică a elipsei, adică LM, să fie mai 
mică sau cel mult egală cu MN (N este punctul unde media- 
„toarea segmentului BC taie segmentul de cere loc geometric 
al vîrfului A). Deci condiţia de realitate a punctelor A şi A' 


este LM < MN. (4) 


Dacă notăm cu 2a', 2b', 2c' elementele elipsei, adică axa 
mare, axa mică şi distanța focală, se ştie de la proprietățile 
elipsei că aron relația a'? = b'2 + c'2. În cazul nostru, avem 
a =a l= 3. Deducem, b' = LM = ali. 

Se vede apoi că avem MN = MC x de MNO, sau MN = = 


= zetg$. Condiția (4) devine 


ctg£> y3. (5) 


îs ştie însă că ctg = = gni >= V3, deci (5) devine 


ctg Å z > ctg £ Pi şi deoarece cotangenta variază în mod invers cu 
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e ta 


ele 


ta ` 


arcul, deducem ALI ; 4 CE: Am regăsit astfel condiția, (3). 


Tnegalitatea corespunde le cazul a două puncte distincte. 
A, A',iar egalitatea la cazul cînd aceste două puncte se confundă. 
Triunghiul din problema de mai sus este un triunghi cu 
laturile în progresie aritmetică, latura mijlocie fiind a, iar. 


cea mai mare putînd fi ori b ori c. 


Mai trebuie făcută observația că în cazul limită A = z , 


triunghiul devine echilateral. 
Aplicaţie: a = 500 m, XA = 538°37'42". 


R B — 
lg cos 


= ]g 2+1g sin 2, 


B 


lg cos = = lg 2 + lg sin 26"48'51, 


ig cos =E = 0,30103 + 1,65427 = 1,95530, 


'10%, B — C = 51°6'20" 


B + C = 180° — 53°37'42” = 126°22'18”, 


XX B = 88°44'19”, X0 = 373759”. 
lg TET a + lg sin B — lg sin A, 


lg b = lg 500 + lg sin 88°44'19” — lg sin 53° 3742”, 


lg b = 2,69897 + 1,99989 — 1,90589, 

lg b = 2,69897 + 1,99989 + 0, 09411 = 2, 79297, 
b = 620,83 m. 

lg c = lg a + lg sin C — lg sin A, 


lg c = lg 500 + lg sin 37°37'59” — lg sin 53°37'42”, 


lg c = 2,69897 + 1,718576 — 1,90589, 


lg c.= 2,69897 + 1, 78576 + 0,09411 = -2 „51884, 
c = 319,18 m. 


Calculînd suma b + c, avem b + c = 1 000,01 m. 
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ioi, de 1 cm s-ar putea micşora intrebuințind tablele 
de logaritmi cu mai mult de 5 zecimale. . 
le 8 = lg b + lg c + lg sin A = lg 2, 
lg S = 2,79297 + 2 „57884 + 1, 90589 — 0, 30103, 
lg 8 = 2, 19297 + 2,57884 + 1 „90589 T I, 69897, 
lg S = 4,976 67, 
S = 94332 m2. 


V.12. Să se rezolve un triunghi, cunoscînd aria, , perimetrul 
şi un unghi. 

Se va determina întîi raza cercului ewînseris, opus unghiului 
dat, apoi latura opusă unghiului dat. Condiţiile de posibilitate 
ale problemei. 

Soluție. Fie S, 2p, A aria, perimetrul şi unghiul, care stat 
date. Însemnînd cu D, E, F punctele de contact ale cercului 
exînscris, opus unghiului Å, cu laturile BC, CA, ABale triun- 
ghiului, cu I, şi r, centrul și raza acestui cerc, avem 


AB = AF; AE 4 AP = AC + OE + AB + BF = 


deci 
áE = AF = p. ; 
În triunghiul dreptunghi AEI,, avem LE = AE tg 2 
sau l l 
A A 
fa = P tg 2 
Folosind acum formula cunoscută r, = s x , avem 
s 
paa 0 Era 
d ea E atat Aa | (1) 
i p 2 


Latura a se calculează cu această formulă care nu este 
calculabilă cu logaritmi. Pentru a putea folosi logaritmii, se 
calculează întîi p — a prin formula calculabilă cu logaritmi 


p—a =2 ctg = apoi printr-o simplă scădere a = 
= p — (p — a) se obţine a. : 
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„Şi înlocuind pe a cu valoarea (1), găsim 


-Pentru -a calcula apoi unghiurile By „0 se pleacă de'la 
a -b 


totala fundamentale —— =—— = —— „din care se deduce 
sin A  sinB sin C ? 
succesiv : 
a _ b-c ; 
nå sinB + sinC 
a l 2 2p — a : 
| A A .. B+C B-C 
2 sin -7 cos > | 2 sin 3 cos 3 
B—C 2p.. . A . 
COS =| 1 |sin2. (2) 
: 2 a 2 du 


Înlocuind pe a cu valoarea aflată mai sus, vom putea calcula 
prin logaritmi, diferenţa B — C. Suma B + C = 180° — A fiind 
cunoscută, vom putea determina unghiurile B,. C. 

O dată cunoscute B, C, vom putea calcula, cu formulele 

fundamentale scrise mai sus, laturile b, c. 
i Discuţie. a fiind una din laturile triunghiului, va 


trebui ca 0 <?a < p. Aplicînd formula (1),avem 0<p — 2 
fe | P 

ctg2. < p, inegalitate care se * descompune în următoarele 
S A A p? 

5 ^> 0 isi 0 

> tg 7> , g7 <7 | (3) 

Prima inegalitate este verificată, căci S > 0, p>0, 
ctg 2 > 0 căci XA < 180%, x$ < 90°, ctg => 0. 


“Rămâne deci, deocamdată Ei relaţie de Condis; inegali- 
tatea (3). 

În ecuația (2), membrul întîi fiind un cosinus este mai 
mic sau cel mult egal cu 1, deci şi membrul al doilea < 1, de 
unde deducem 


(2p — a) sin 2 <a 


= A 

i ' i a 1—sin — 
(7 +Ž ctg aie <p -Žž ctg 2 tg, 

l á â á l 1+sin A 
A ce (E _4) | l 
dig ice) (4) 


relaţie care completează relația (3). În adevăr, - deoarece - 
tg ari < 1, (3) este o consecință a lui (4), dar nu şi invers. 


Să dăm o soluţie geometrică. Dîndu-se unghiul A, vom 
măsura pe laturile lui segmentele AE = AF = p (p este dat). 
Construim cercul I, tangent laturilor unghiurilor în punctele 
E și F. Rămiîne să găsim virfurile B, C ale triunghiului. Va 
trebui să ducem cercului I, o tangentă BO (în spre virful A 
al unghiului) astfel ca aria, triunghiului A BO să fie egală cu S, 
care este dată. Se știe că înfășurătoarea dreptelor BO pentru 
care aria triunghiului ABC este constantă, este o hiperbolă 
(H) avînd ca asimptote laturile unghiului. În adevăr, să luăm 
ca axe de coordonate œ şi y chiar laturile AB, AC ale triun- 
- ghiului. 

Ecuația laturei „BO este de forma Sai = a sau 


Br + ay = ab. 
Adăugăm și condiţia «ß sin A = 28, care spune că aria, | 
ABC =. 
Avem de căutat deci înfăşurătoarea acestei drepte, para- 
metrii «, f fiind legaţi prin a doua relaţie. Eliminînd parametrul 
ß, ecuația dreptei se mai scrie 


a2y sin A — 2a S + 28 g = 0. 


Întăşurătoarea acestei drepte se găseşte scriind că discri- 
minantul acestei ecuații, în raport cu parametrul «, este nul. 
Se găseşte imediat că ecuația înfăşurătoarei este vy = 


= Z sin A, care reprezintă o hiperbolă (H) asimptotă laturilor 


unghiului. 

Cercul I, şi hiperbola (H)au patru purak comune, dintre 
care două sînt laturile unghiului A ; celelalte două tangente 
BO, B'0' sînt simetrice față de bisectoarea AI,, deci ele ne 
dau triunghiuri ABC, AB'0' care răspund la problemă. 

Cele două triunghiuri sînt însă simetric egale, deci nu repre- 
zintă două soluţii deosebite. 

Dacă cercul şi hiperbola nu admit tangente comune (este 
vorba de ramura hiperbolei cuprinsă în unghiul A) în afară 
de laturile unghiului, nu avem nici un triunghi care să răspundă 
la problema noastră; dacă cercul şi hiperbola sînt tangente, 
avem un singur triunghi ABC care este isoscel. 

Să regăsim pe calea aceasta condiţia (4). 
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: Bie- V punctul în care dreapta AZ, taie ramura de hiper- 
bolă, iar U punctul în care aceeași dreaptă taie arcul EF al 
cercului I,, dinspre vîrful A. Condiţia. de posibilitate a. problemei 
este À $ l 


AV AVU. 
Rezolvînd sistemul y = z, æy = S i găsim coordona- 
2 sin A 
tele punctului V, s =y = Va i | 
Deci AV? = 22 + y? + 2æy cos A = A. at 


sin A sin A 


A 
i AY = || sets zy 


E Dau, el E E E seg E 
AU =AL -r = a r =pte |3 z) 
sm — 
; £2 
Condiția de posibilitate AV < AU devine prin ridicare la 
pătrat tocmai condiția (4). Egalitatea AV = AU corespunde 
cazului cînd cercul și hiperbola sînt tangente. 


V.13. Să se calculeze distanţa c între două puncte A şi B, 
cunoscînd distanțele punctelor A şi B la un punct O şi unghiul 
AOB; să se calculeze de asemenea distanţa lui C la direcția. AB. 


Aplicaţie. CB = a = 245,36 m; CA = b = 172,28 m; 
XA0B = 108°36'30". 


Soluţie. Folosim formula 


| 2 a+b '2 
în care se cunosc a, b, c, deci vom putea calcula A — B. 
Cunoscînd O, vom avea A + B = 180 — 0; avînd diferenţa | 
A — B şi suma A + B, deducem valorile unghiurilor A şi B. 
Pe c îl vom calcula cu formula c = m . 

Distanţa lui C la direcția AB se calculează cu formula 


d =b sin A. 
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“Aplicație: OB = a = 245,36: m; OA = b = 172,28 m: 
- X% ACB = 108°86'30”. 


r: B _ 1808 7308 otg 54°18'15”, 
2 417,64 


= lg 7 308 — lg 41 764 + lgctg 54°18'15” 


rc 


le t4 =3, 86380 — 4, 62080 + 1,85640 
lg tg =1,099 40, XA — XB = 1401946”. 


X A = 42%51'38”; XB = 98%31'61”, 
lg c = lg 245,36 + lg sin 108*36'36'' — lg sin 42%1'38”. 
lg e = 2,38980 + 1,97668 — 1,38265 = 2,53383, c = 341,85 m. 


Avem lg d = lg b -+ lg sin A. 
lg d = 2,23624 + 1,97668 = 2,21292, d = 163,27 m. 


V.14. Cineva priveşte nacela unui balon captiv şi consiată 
că raza vizuală face cu planul orizontal un unghi de 30°. M erging 
pe câmpia orizontală 879 m drept spre balon priveşte nacela balo- 
nului sub un unghi de 45°; pentru verificare, mai merge 507 m 
drept spre balon şi priveşte nacela sub un unghi de 60°. 

Să se calculeze înălțimea nacelei deasupra orizontului folosind 
observațiile făcute în prima şi ultima poziție şi să se controleze: 
` rezultatul găsit, folosind şi observaţia din poziţia a doua. 

Soluţie. Fie V poziţia în spaţiu a nacelei, fie O proiecția. 
punctului N pe planul orizontal, A poziţia iniţială a observa- 
torului, B poziţia intermediară şi 0 poziţia finală ; prin ipoteză, 
punctele A, B, O, O sînt în linie dreaptă, iar triunghiul drept- 
unghi AON este într-un plan vertical. 

Din datele problemei AB = a = 879 m, BO = b = 507 m; 


XOAN =u = 30, xOBN = v = 45, OCN =w = 60°.. 
Însemnăm: 00 = ec şi ON = H, necunoscuta problemei este H. 
Din triunghiurile dreptunghice 40N, BON, CON deducem 
ON =04A tg u, ON. =0B tg v, ON =0C tg w 
= (a +- b + 0) tg ù, H = (b + c) tg v H =c¢tg w. 
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Brin. eliminarea tui o între două din aceste jtrei eguaţii 
 deancem 


atgu 


H =A © (2) 
1—iguctgo . l f 
btgv 
“ret g 
— tgv ctg w 
= (fn AB (3) 
1 — tg u ctg w 


Formula (1) dă înălțimea H în funcţie de observațiile 
din pozițiile (4) şi (B); formula (2) foloseşte observațiile din 
_ pozițiile (B) și (0), iar formula (3) pe cele din (4) și (0). 


Făcînd înlocuirile, tg u = tg 30 = zi tg v = tg 45° = 
* =1; ctg v = ctg 45° = 1; ctg w = ctg 60° = tg 30° = 13. 
obținem | o 
DR e x (V3 +1), 
ah- 
mo RAE ass x (3 +3), (2) 
y3 | 
H = — 3" — 6933] (3) 
shi- 


Lutnd V3 = 1,732, găsim pentru H respectiv valorile 
1 200,714 m; 1 199,562 m şi 1 200,276 m 


care sînt foarte apropiate. Dacă luăm ca valoare probabilă 
media aritmetică a acestor trei valori, găsim H = 1 200,184 m 
sau cu aproximație de un metru prin lipsă, H = 1 200 m. 


V.15. Se dă ecuația trigonometrică 
(p — 2) cos 22 + 2 (p2 — 3) sin s — 3p — 2 = 0, 
în care w este necunoscuta, iar p un parametru. 
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1. Să se verifice. că dacă p = a , ecuația are rădăcinile 
reale; să se calculeze valorile lui œ în acest caz particular. 

. Să se studieze realitatea rădăcinilor ecuaţiei pentru dife- 
riede valori ale parametrului p: 


Soluție. 1. Înlocuim cos 2% prin. 1 — 2 sin?e şi ecuaţia 
devine 


(p — 2) sin? æ — (p? — 3) sin s p +2 =0, 
care este o ecuație de gradul al doilea în raport cu sin 2 şi 
ale cărei rădăcini sînt 


l i 1 
sin 4, = p + 2, sin de = 


p-2 
În cazul particular p = — Ê 
sin n= 2, 
F 2 


= rădăcinile se reduc lə 
E 2 
gn. Ta = 


Valorile z, şi ®, sînt reale pentru că şi — şi —— sînt 
numere cuprinse între —1 şi +1 
Din ecuația sin 4, 


> deducem 


æ = 30° = — radiani sau 4, = 1500 = Še radiani şi în 
general, 4 = A + 2kr sau m 


= + 2kr. : 


2 

Din ecuaţia sin U, = — E deducem, dacă punem ®, 
2 

= — y, sin E Alert, 


lg sin y = 0,30103 — 0,84510 = — 0,54407 = 1,45593, 
y = 16°36'6", ma = — 16°36'6” sau s, = —163°23'54” 
şi în general, 


a = — 16%36'6” + k x 360° sau 22 = — 16302854" + k X360°. 


2% Rădăcinile a, și 22 sînt reale pentru valorile lui p care 
satisfac inecuaţiile sin? a, < 1 şi sin? < 1, adică 


1 
(p +2} <1 PTET 
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prd + Ip +2 — 1) <o0(p—2+ Dp- 
sau 
(p + 3)(p +1) <0, (p — 1) (p — 3) > 0 
-Primul trinom (p + 3) (p + 1) se anulează pentru p =—3 


și p = — 1; este negativ sau cel mult egal cu zero pentru 
e lui p cuprinse între rădăcini, adică 
—3 [Lp [L -—l1. 


Aceasta este condiția ca rădăcina q, să fie reală. 

Al doilea trinom (p — 1)(p — 3) se anulează pentru p =1 
şi p = 3; este pozitiv sau cel puţin egal cu zero pentru valorile 
lui p exterioare intervalului determinat de rădăcini, adică 


p <1 sau 3 <?. 


Aceasta este condiția ca rădăcina, Va Să fie reală. 
Dacă parametrul p ia toate valorile de la — oola +oo, 
putem forma următorul tabel recapitulativ : 


— œ< p < —3, r, imaginar, x, real; 
—3sSps—1, z şi z, reali; 
—1<p< +1, x, imaginar, x, real; 
—i<p< +3, 2 Și x, imaginari; 
+3<p< + œ, 2 imaginar, x, real. 


V.16. Cineva merge cu bicicleta de la Predeal la Sibiu şi 
cînd trece prin satul Mîndra, Soarele îi proiectează umbra 
înainte, pe direcția de mers. Are pe bicicletă, 1,820 m înălțime 
- și când merge pe drumul orizontal, umbra măsoară 3,152 m; 
când urcă o rampă, umbra măsoară 2 228 m, tar cînd coboară o 
pantă, umbra măsoară 6,088 m. 

Să se calculeze înclinările pe orizont ale rampei şi pantei. 

Soluţie. Presupunem că drumul este orizontal: fie AB 
. poziția verticală şi AC umbra orizontală. Triunghiul BAO 
este dreptunghi în A și catetele lui sînt 

AB = h = 1,820 m, AC =l = 3,152 m. 

Însemnăm cu u unghiul ACB şi deducem 


h 1, 1,820 | 
== A = — 
fe g i its e la L 34152. 
lg tg u = 0,26007 — 0,49859 = — 0,23852 = 1,76148, 


u = XACB = 30, ABC =60, BAC = 90. 


21 — Culegere de probleme 
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Presupunem că: urcă rampa AC’, care face cu orizontul 
__A0 unghiul necunoscut «; fie AB poziţia verticală şi A0' 
umbra pe rampă. În triunghiul BAC" avem 
AB = h = 1,820 m, A0' =l = 2,228 m, X ABC = 605, 
x 0C'AB = 90° — a. | 
Fie u' = X A0'B; din triunghiul BAC’ deducem 


h o r 
sinu’ sin 60°’ 
A h. 1,820 . 
sin u’ = Ë sin 60° = 1$% sin 60°, 
LV 2,228 


lg sin w' = 0,26007 + 1,93763 — 0,84792 = 1,84968, 

u' = XAO0'B = 45, C'AB = 90° — a = 15°, « = 15°. 

- Presupunem că coborîm panta AC”, care face cu orizontul 
AC unghiul necunoscut f; fie AB poziția verticală şi AC” 
umbra pe pantă. În triunghiul BAC” avem 

AB = h = 1,820 m, AC” = 1 = 6,088 m, d ABO”' = 605, 

OAB = 90° + B. 

Fie u” = XA0“B; din triunghiul BAC” deducem 


hol ; 
sin u” sin 60° 


sin u” = gin 60° = t8% sin 60°, 
v 6,088 


lg sin w’ = 0,26007 + 1,93753 — 0,718447 = 1,41313, 
u” = XA0”B = 15, xC"AB = 90° + B = 105, B= 18°. 


Răspunsul este că rampa şi panta sînt egal înclinate pe 
orizont şi anume de un unghi egal cu 15. | 


Observaţie. În tratarea problemei am presupus că poziţia este ver- . 
ticală în toate trei cazurile, adică fie că se merge pe drumul orizontal, fie că se 
- urcă rampa sau coboară panta. Presupunem acum că poziţia este perpendiculară 
pe drumul pe care se merge şi ne propunem să calculăm lungimea umbrei în cazul 
rampei și lungimea umbrei în cazul pantei. 

Cind mergem pe drumul orizontal AC, poziţia AB este perpendiculară pe 
AC, înălţimea AB = h, iar umbra AC = f; triunghiul BAC este dreptunghi 
în A, deci 

AC = ABtg B, f =htg B. 
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PI Cina urcăm rampa AC’, poziția: AB’ este petperidiculără- pe AG, înăl 
țimea AB' =, iar umbra AC’ = f’, triunghiul B'AC' este dreptunghi ri 
deci 

| AC’ = AB’ tg B’, f'=htgB'. 
Înclinarea rampei este dată de unghiul 
a = ţ& CAC’ = X BAP’. 

Însă direcția razelor solare este constantă, deci laturile BC și B’C’ sînt para- 

lele ; fie M punctul de întilnire al dreptelor AB şi B'C“;, deducem 
x AMC’ = XABC= <4B 
ca unghiuri corespondente formate de secanta AB cu paralelele BC și B'C' 
Unghiul AM C’ este exterior triunghiului AMB’, deci 
X AMC’ 


timea AB” = h, iar umbra AG = j” 
deci 


X B’ + Xe sau B=B'-+ou, «= B— B’ 
Cind coborim panta AC”, poziția AB” este perpendiculară pe AC”, înăl- 
A, l 


triunghiul B”AC” este dreptunghi în 

C” = AB” tg B”, |" =h tg B". i 

Înclinarea pantei este dată de unghiul l | 

| B = AX CAC” = & BAB”. - 

Însă direcția razelor solare este constantă, deci laturile BC și B”C” sint 

paralele; fie N punctul de întîlnire al dreptelor AB” şi BC; deducem 
& ANC = X ABC” = XB” 

ca unghiuri corespondente formate de secanta AB” cu paralelele BC şi B”C”. 

Unghiul ANC este exterior triunghiului ANB, deci 


X ANC= B+ X$ sau B” = B + $, b= B" —B 
Din formulele de mai sus deducem 
o 


cpad r 


PrE tB =L, 


-h 
t 
tga = tg (B — B) = BE- R h 


-Ë 
k 
1+tgBtgBE IE 
hê 
sau 
t-r 
iz a = h——— 
H+ fr 
În mod analog se găsește 
7” Í 
h h i —t 
p= alee, 
1 + IP K + ff 
n j 
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: Din ultimele. două „ecuaţii deducem valorile lui f’ şi f” 
i f-— htga ` 
h4 ftga - 
pe pl hi8B, 

h — fig 


f =h 


+ Făcind înlocuirile 
a = B = 15°, tga=tg p=2—V2; h=1,820, f= l= 3,152, 
deducem 
3,152 — (2 — V3) 1,820 
1,820 + (2 — V3)3,152' 


| uz 1,820 8152 + (2 — | 3) 1.820, 
1,820 — (2 — V'3)3,152 


Luind V3 = 1,732, găsim 2 — V'3 = 0,268 şi 


(2 — V3) 1,820 = 0,48776, (2 — V3) 3,152 = 0,844 736; 
1,820 x 2,66424 | 
2,664736 
pr 12820 x 3,63976 _ 6,792 m, 

0,975264 


l = 1,820 


pa 
= 


= 1,820 m, 


pentru că lg f” = 0,26007 + 0,56098 — 1,98909 = 0,83196. - 

Din ecuația B = B’ + œ deducem înlocuind B = 60° şi a = 15° că B’ = 
= 45°, deci triunghiul dreptunghi B’AC’ este isoscel, pentru-că și C’ = 45°, 
deci AC’ = AB’, adică f’ = h sau f’ = 1,820 m aşa cum am „găsit prin <alcul. 

Din ecuaţia B” = B + B deducem înlocuind B = 60 şi 8 = 15° că B” = 
= 75°, deci în triunghiul dreptunghi B”AC” avem 

AC” = AB” tg75° sau f” = h tg75° = 1,820 x (2}+ V3), 
f” = 1,820 x 3,732 = 6,794, m, 
aşa cumYam găsit prin calculul direct. 
; Dacă urcăm rampa și trecem de la poziția verticală la poziţia perpendicu- 
iară pe drum, umbra se micşorează cu diferenţa 


VP — f’ = 2,228 — 1,820 = 0,408 m, 
iar dacă coborim panta, umbra se măreşte cu diferenţa 
f” — U = 6,792 — 6,088 = 0,704 m. 


V.17. Un observator terestru O, urmărind un avion ce 
zboară la o înălțime constantă h deasupra solului, observă că acesta 
cste atins de un proiectil în momentul cînd se află în A gi face 


unghiul « cu verticala; ulterior, observă că avionul mai străbate ` 


pi 
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Li 


o ditai orizontală AB şi se: prăbușește în B când face unghiul 


„8 cu verticala, 


1. Să se determine, lungimea distanței AB pe care avionul . 
a putul să se mai mențină în aer după lovire. 

2. Să se facă formula obținută caloulabilă prin logaritmi. 

3. Să se calculeze numeric lungimea AB pentru h = 5 000 m, 
a = 44°27'30”, B = 59°14'10”. 

4. Bă se refacă problema determinându-se distanța AB în 
„cazul cînd avionul după lovire pierde din îmălțime şi dreapta 
AB este o oblică înclinată cu unghiul y = 45° pe orizontală. 

Avionul și. observatorul se vor considera puncte geometrice 
situate în acelaşi plan vertical, iar terenul orizontal. 

Soluţie. 1. Fie 00 verticala, observatorulni O şi OAB 
orizontala de zbor a avionului; din triunghiurile dreptunghice 
OCA şi OOB deducem 


to 


ig AB 


"CA = 00 tg a = htg « 0B =0C tgB = htg Bb, 
` AB = 0B — OA = h (tgß — tge). 


cosp cos e 


__ sin cosg — cos Bsin« _ sin(6— o), 


cos «cosf > = cosa cosp” 
vapa pin ( — 0), 
cos 4 cos f 


` B — a = 5901411077 — 44°2730” = 14°46'40", 


__ ___5.000 sin 14°46°40” ; 
cos 4427'30” cos 591410 f 


= lg 5000 -++ lg sin 14%46'40” — Ig cos 44027130”! za 


—.1g 'cos 5914'10', 


lg AB = 3,69897 + 1,40666 — 1,85334 — 


> 1,70884 = 3,54325, 
. AB = 3 493,41 m. 


4. Prin ipoteză, oblica AB face cu orizontala CAB’ unghiul 
= 45; fio B' intersedţia orizontalei CA cu oblica. OB; din 
triunghiul dreptunghi 00B! deducem 


xB’ = 90 — B = 90° — 591410” = 30°45'50”. 


- - În triunghiul oarecare ABB’ cunoaștem : 
XB' = 30%45'50%, X A = = 45, X B = 180° — y — 
© — B = 1049141107, 
iar latura AB’ are lungimea egală cu 3493,41 m (valoare 
calculată la punctul 3); teorema sinusurilor dă & 
| AB __ AB | 


p sin B’ sin B | 
{p — AB'sin B’ _ 3493,41 sin 30%45/507 
; sin B sim 104° 14°10” 
lg AB = ig AB' -+ lg sin 30°45'50” — lg sin 70°45'50”, 
pentru că l 
sin 104°14'10” = sin (180° — 
lg AB = 3,54325 + 1,70885 — 1,98645 = 3,26565, 
AB = 1843,50 m. 
V.18. Cunoscând valorile tg 30°, tg 45°, tg 60°, să se calculeze 
tg 15° = tg (45° — 30°) = tg (60° — 45°) =tg ; 
tg 75° = tg (30° + 45°) = tg (15° + 60°). 


Soluție. Se ştie că tg 30° = =, tg 45° = 1, tg 60° =V3; 
. pe de altă parte, formulele de adunare ale tangentei sînt 


l t + tgb 
tg (a + b) S a 


104°14'10”) = sin 75°45'50” ; 


tg a — tg b A 


tg iale ETT 


de unde deducem 
__ tg45— tg30 _ 


15° = tg (45° — 30°) = 2 
d ES ) 1 + tg 45° tg 30° 


-B 
Le 3-5 (3-5 o ya 
ba, Sa oa 
i 
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3 < tg 60 — tg 45° 
tg 15° = tg (60°— 45°) E RE a = 


_ 3-a _O5-_, _ V3. 
1+Vs 3—1 ,  — V3; 


o o o tg 30° + tg 45° 


V5 
= Br ars 2475; 
1 Y3 3—13 9—3 2 
3 
o __ PE A RI — t815 + tg 60% _ 
tg 75° = tg (15° + 60°) = t E 
_(2-V3+V3 _ EE R E E E z 
12(2—V3)/3 42275 2-V3 4-3 =2+V3. 
2tga 


Din formula tg 2a = EOR deducem 
. — tata 


| tg 2a (tga)? + 2tga — tg2a = 0, 


adică tg a este rădăcină a unei ecuaţii de gradul al doilea în. 
care coeficienţii sînt funcţii de tg 2a. Rezolvînd ecuaţia avem 


—1 + F} 1 + tg? 2a 

tg 2a | 
care pentru a = 15° devine (în faţa radicalului se ia semnul 
plus pentru că tg 15° > 0 şi tg 30°> 0). 


tga = 


VI: -1+ 1+4 i 
| —1 + VIF tgo . 
te 15° = —— RE pla FA in E Im HM 
8 tg 30° y3 
3 


-(- ia 5 x V3= —V3+Vâ=2 V3. 
În rezumat avem valorile E îi 
tg 15° =2 — Y3, tg 30° =È, pia tg 60° SEPN 


tg 75° = 2+ V3: 
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V.19. Să se calculeze. produsul ` E 
COS 4 COS 2a cos4a... cos 2" a, 

știind că sin 2a = 2 sin æ cos @. a 
Ce devine formula găsită cînd a = ? 


Li 


e Yg sin 2a RE Se 
Soluţie. Dacă în formula cos a = î înlocuim a prin 28, 
ie ie tii sin a 


apoi prin 4a,..., 2"a, obţinem ad 


“sin 2a, 
COSA = —— i 
l - 2şina 
sin 4a E 
cos 2a = ——— : 
2 sin 2a 
f sin ŝa 
cos ta =———> 
2 sin 4a 
sin 22*1 a 
cos 2 2 a = —; 
2 sin 2"a 


și dacă facem produsul acestor egalităţi, membru cu membi 
şi simplificăm termenii în diagonală, obținem 
__.sin 271 aq 


= PH d 


COS 4 cos2a cos4a... cos?2"a 
sin a 


CA : . b ; 
Dacă înlocuim pe a prin -w , formula devine 


b b b 
COS b cos — COS —. .. COS -y = 
2 4 2” 


Partea a doua se mai poate scrie 
| sin 2b a 
x- 
2b sin a 


Lă v j p-d A . . . w . . . E b 
Și dacă b rămine fix, iar n tinde către infinit, a ze i 0, 
sin 2b _ Sin b cosb | 


sin a b 
În fine, dacă suprimăm termenul cos b în aT părți, avem. |. 


cînd b rămíne fix, iar n— ©, 


—1 şi expresia, noastră tinde către 


sin b ` 
b 


, b b b 
lim cos — cos — . . . COS — = 
2 4 g 
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v. 20.. Să se arate că ecuația 
` p eos 624+ 2 (p? + 1) sin 32 — 3p = 0 
are rădăcimi reale, oricare ar fi valoarea parametrului P; să ; se 


calculeze valorile lui œ cînd p = =V2. " 


Soluție. Pentru rezolvare se înlocuieşte cos 62 în T ; 
de sin 3w şi se obține o ecuație de gradul al doilea în raport cu 
necunoscuta sin 32. 

cos 62 = cos? 3s — sin23g = 1 — 2 sin? 3g, 
p (1 — 2 sin? 32) + 2 (p? + 1) sin 3x — 3p = 0, 
— 2p sin23& + 2(p? + 1) sin 3v — 2p = 0, 
(sin 30)? — Ž+1 sin 3e +1 = 0, 
P . 


; i 1 
sin 3% = p, Sin 32, = —: 
P 


Dacă rădăcinile p şi A sînt egale, adică p = Z sau p? =]1, 
adică p =+ 1, rădăcinile æ corespunzătoare sînt reale și egale cu 


De tari i da Si E + 2 


Dacă rădăcinile p şi sint diferite, adică p Æ + 1, una 


din rădšcini, p ant, g totdeauna, în valoare abso- 
p 


lută, mai mică decît unitatea și cealaltă mai mare ca unitatea, 
pentru că produsul lor este egal cu +1 şi aceasta oricare ar fi 
valoarea parametrului p. Urmează că z-ul corespunzător rădă- 
cinii mai mici ca unitatea, în valoare absolută, este real. 

De exemplu, pentru p = V2, 


sin 3%, = V2 > 1, 2, este imaginar ; 


sin 31 = z= la l, % este real, 
32, = A + 2kr sau 3%, = a + (2k + 1)z, 
La re dau k z sau Za. T + (2k + 1) a 


"329 


V.21. Se dă ecuaţia 
(p — 1) cos 22 — (2p? — 4p + 4) cos & + 3p —3 =0 
în -care œ este necunoscută, iar p un parametru. 
1. Să se calculeze valorile lui œ cînd p =3 şi gi p 


„2. Să se demonstreze că ecuaţia are rădăcinile reale, oricare 
ar fi valoarea parametrului p. 


Soluţie. Urmînd metoda întrebuințată la problema V.1 
înlocuim cos 22 în funcţie de -cos æ şi obţinem o ecuaţie de 
gradul al doilea în raport cu cos v, adică | 


cos: 22 = cos? — sin?s = 2cos22 — 1, 
(p — 1)(2 cos? — 1) — (2p? — 4p + 4) cos x + 3 (p — 1) = 0, 
2 (p — 1) cos?y — 2(p? — 2p + 2) cos xv + 2 (p — 1) = 0, 


H 


costa -(? - Lo T eos PETEN 


CoS DM = Pp — 1, cos AE 


Dacă rădăcinile sînt egale, p —-1 = -Han (p—1}=1, 


deci p(p — 2) = 0, adică p =0 sau p= 2, rădăcinile œ 
corespunzătoare sînt reale şi egalo cu v = kr. 


„Dacă rădăcinile p — 1 a 7 sînt diferite, una din rădă- 


cini este, în valoare absolută, mai i nică decît unitatea şi cealaltă 
mai mare ca unitatea, pentru că produsul lor este egal, cu 
+1, oricare ar fi valoarea parametrului. p, iar a-ul corespun- . 
zător rădăcinii mai mici ca unitatea, în valoare absolută, este 
real. De fapt, discuţia în problema de față se reduce la aceea. 
din problema precedentă dacă în locul apogeu pa p se con- 
sideră parametrul g definit de relația g = p — 
Pentru p = 3, cos m = 2 > 1, œ% este Paust COS V; = 


= < 1, %, este real şi egal cu 


7 E 
= á 


Taai p : = Z, e COS Ty = = 2 este real şi egal cu 


= +42 $ 2, 
iar cos %, = 2 > 1, deci Wa P imaginar. 


V.22. Ne găsim pe Valea Cerbului şi privim Origin Eroilor 
ridicată pe Caraiman la cota 2291 m; fie D baza şi E vîrful 
ei, iar O punctul în care dreapta ED prelungită îmţeapă planul 
orizontal în care ne găsim. Alegem în planul nostru o bază AB 
lungă de 50 m și măsurăm cu taohimetrul, înalt de 1,2 m, urmă- ' 
toarele patru unghiuri; pentru care găsim "alor ile : 

x CAB = 89355”, x CBA = 89355”, 

x CAD = 21914427, AX CAE = 21°43'11”. 

1. La ce cotă deasupra nivelului mării ne găsim? 

2. Oe înălțime are Crucea Eroilor? 


Soluție. În triunghiul A BC, situat în planul nostru de nivel, 
cunoaştem latura AB = 50 m şi unghiurile adiacente XA = 
= X B = 89%35'5”; triunghiul este deci isoscel, şi fie C' 
mijlocul lui AB. Triunghiul 00'A este dreptunghi în. 0', unghiu- 
rile XA şi XC sînt deci complementare ; deducem 340 O' = 
= 0"24'55”, iar cateta - A0'= 25 m, Ipotenuza AC se calou- 
lează -cu formula AC’ = AC sin 024'55”, .. 


AQ = EEIE 
| sin 0%24'55” ? 
lg AC = lg 25 — lg sin 0%24'55” = 1,39794 — 3,86021, 
lg A0 = 3,53773, AC = 3 449,3 m. 
Am calculat. lg sin 0%24/55” în felul armător : avem 24' = 
= 1 440”; 25' = 1500'';.24'55”' = 1 495”. - 
lg sin 24' = lg sin 1.440 = 3,84393, 
lg sin 25' = lg sin 1500” = 3, 86166, 
- S. = 6,68557,1 
lg 1 495 = 3,17464 
prin adunare, lg sin 1 495 = = 3,86021,1. 
În triunghiul dreptunghi A0D cunoaştem A0 = 3 449,3 m, 
è = X CAD = 21°14'42”; deducem 
OA = CA tg, CD = '3 449,3 tg 21014'42%, 
lg 0D = w 3 449,3 + lg tg 21914'42, 
lg OD = 3,53773 +1 „58970 = 3 12743, 
0D = 1 341 m. 
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Am Pe Pa le i tg 21914'42” în. felu] următor : 

lg tg 21°14’ = 1,58944, l 

lg tg 21°15 = I, „58981, 
şi la o creştere a arcului de 1' = 60” corespunde pentru loga- 
ritmul tangentei o creştere de 37 unităţi zecimale de ordinu? 
al cincilea, deci la o creştere de 42” va corespunde o creştere 


"37 x 42 37X7 ox aa ale Teit 
Ae a = 25,9 sau aproximativ 26 unități de 
ordinul al cincilea, deci i 


ı lg tg 21°14'42” = 1,589 44 + 0,000 26 = 1,589 70. 

În triunghiul dreptunghi ACE cunoaştem AC = 3449,3 m, 
e = X CAE = 21°43'11”, deci 

CE = CA tgs, OE = 3 449,3 tg 21°43'11”, 

lg CE = lg 3 449,3 + lg tg 21°43'11”, 

lg CE = 3,537 73 + 1,600 26 =' 3,137 99, 

| g CE =1374 m. 

5 Înălţimea Crucii este egală cu 
DE = CE — 0D = 1 374—1 341 = 33 m. 


Punctul D are cota 2291 m, iar punctul C, cota 2291— 
— CD =2291 — 1 341 = 950.m. Dacă ținem seama şi de înăl- 
ţimea tachimetrului, cota la care ne găsim este egală cu 
950 — 1,2 = 948,8 m. ; 


egală. cu 


V.23. Dei a saloia distanța BO dintre vîrfurile Bucşoiut 
și Coștila, ale căror cote sînt egale respectiv cu 2 508 m şi 2 496 m, 
alegem pe Omul, la cota 2 509 m, o bază OA lungă de 35 m; 
fie B', © proiecţiile vârfurilor B, O pe planul de nivel de cotă. 
2 509 m. Măsurăm cu tachimetrul patru unghiuri gi găsim : 


XAOB' = 126°18' ; OAB’ = 52°23'32" ; 
XA0O' =193' ; — XOAC' = 160°43'45”. 

. 1. Să se calculeze distanța AB' din triunghiul AOP’. 
2. Să se calculeze distanţa AC' din triunghiul AOC". - 
3. Să se calculeze distanța B'O’ din triunghiul B'A0'. 


4. Să se calculeze distanța BC 
5. Prin ce marime este figurată, pe harta Bucegilor întoc- 


mită la scara , distanța BO? 
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 Soluţie. 1. în triunghiul B'OA. cunoaştem latura 0:4 =35 m 
şi unghiurile adiacente; 'Jemnitä. | 


AB’ OA” 


sin 4 AOB** sin ZOB'A 


AB '35 
sin 12618 | sin (180° — 126048 — 52%23/327) ` 


35 sin 53°42 
| sin 1*48%287 
lg AB' — lg 35 + lg sin 53°42’ — lg sin 1°18'28”, 
ig AB' = 1,544 07 + 1,90630 — 2,35838 = 3 100188, 
lg 1.235 = 3,09167, lg 1236 = 3,09202, ` 
şi prin Lenon lg 1 235,9 = 3,09199, deci 
AB' = 1 235, 9 m. 


Arcul 1%18'28” fiind mic, lg sin 1°18'28” a fost calculat în 
felul urinător : seexprimă aroni în secunde, 1°18'28" = 4 708” = 


= $, se înseamnă S = Ig — , deci 


AB = 


? 


i ARIEI i sne = is s=8 + lg s; 


găsim în tabele . o.o Gadana 8 — 5,685 53,8 
găsim în tabele ...... aa lg 4108 = 3,67284 
prin adunare .,... , .-. . . . lgsin 4708” =2,358 38.. 


2. În triunghiul C'OA cunoaştem latura OA =35 m şi 
unghiurile adiacente, deci | 


AC’ OA 


sin AOC' siñ OC'A * 


v 


AC l 35 
sin 19%3' sin (180—19*3 — 160°4345'7 ° 


LAC 35 
"sin 193 “sin 18115” 
lg AC’ = lg 35 + lg sin:193' — lg: sin 13'15” 


ig « AC = 1,54407 + 1,51374 — 3,58594 = 3, 41187, 
AG! = = 2 964 m. 
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Arcul. de 13'15” = 793”, deci 
i 9 = 6,68557,4 
lg 795 = 2,900 37 
lg sin 795” = 3,58594. 

3. În triunghiul B'AC' cunoaştem laturile A B =1 235,9 m, 
A0' = 2 964.m şi unghiul cuprins. între ele, . 

XB'AC = XOAC' — X0AB' = 160043'45" —5223'32" = 

| = 1082013”. 

Lungimea laturei B'O’ se calculează cu formula B'O’? = 
AB”? + A0%2 —2 AB' x AC cos &B'AC', : 
B'0'2 = 1 235,92 + 2 9642 +-2 x 1 235,9 x 2 964 cos 71°39'47”. 
lg 2 x1 235,9 Xx 2 964 cos 71%89'47” =. 

= 0,30103 + 3,09199 + 3,47187 + 1,49776 = 6,36265. 

lg 2 304 895 = 6,36265, 

B'O’? = 1 527 448,81 + 8 785 296 +2 304 895. = 

= 12 617 639,81 | 

2 lg B'O’ = 7,10097976, lg B'O’ = 3,55048988, B'0' = 

= 3552,153 m. 

4. Distanţa BO este egală cu ipatenuza într-un triunghi 
dreptunghi în care o catetă este egală cu B'0”, adică proiecția 
ei pe un plan orizontal, iar cealaltă catetă este egală cu dife- 
rența cotelor vîrfurilor B, O, adică 2 508—2 496 = 12 m, deci 

BO02 = 3 552,1532 + 122 — 12 617 934,965. 

2 lg BO = 7,10098979, lg BO = 3,55049489, 

BO = 3 557,191 m. 


Cu aproximaţie de 1 em, am găsit B'O’ = 3 552,15 m şi 
BO = 3 552,20 m, iar cu aproximaţie de 1 dm, distanțele B'C' 
şi BO sînt egale cu 3 552,2 m; în fine, cu aproximaţie de 1 m, 
B'O’ = BC = 3552 m. 
5. Distanţa reală BC este figurată pe hartă prin proiecția 
ei B'0' pe un plan orizontal ; scara fiind luată egală cu — 


30 000 ? 
înseamnă că distanța B'C' va fi figurată prin segmentul be a 
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îi 


cărui lungime este egală ca 
3 552 m ui s55 2000 mm =: 355,2 mm = 118,4 mm, 
30 000 . 30000 3 


sau aproximativ 118,5 mm. 


V.24. Într-un triunghi, unghiurile sînt proporționale cu 
numerele 3, 4, 5; cu ce numere sînt proporționale laturile triun- 
ghiului ? 

În alt triunghi, laturile sînt proporționale cu numerele 3, 4, 
5; cu ce numere sînt egale unghiurile triunghiului ? 

Soluție. Fie ABC triunghiul, A; B, C, unghiurile Şi a, b, 
e, laturile. lui. Prin ipoteză 


3 4 5 3+4+5 12 
= 380 _ ap, B =I — 60, 
F ; 
g = 5X380 _ 7g 
12 ” 
Pe de altă parte —— = Sa ——, deci laturile a, 
sin A sinB sin” 
b, c sînt proporționale cu sin 45°, sin 60°, sin 75° 
sin a =, sin 60° = ER 


2 


sin 75° = sin (30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° = 


1\ V2 3 
-DEG 
Dacă înmulțim sinusurile de la numitor cu 4, laturile a, 


b, c sînt proporționale cu numerele 2 V2, 2 V3, Jz (V3 +1). 

Presupunem în al doilea rînd că laturile a, b, c sînt pro- 
porționale cu numerele 3, 4, 5, deci a = 3l, b = 4l, c = 5l undel 
este coeficientul de proporționalitate. Formula c? = &@ +- dz 
— 2 ab cos C_devine 


25 12 — 972 + 16 I? — 24 l? cos C 
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adică cos 7, SE = 0, C= 90°, pia ABC este s drepennghi în 
C, deci a=ec sin A, b = oc sin B, de unde 


sin A = Å a e :0 ie sin B = =Å = 0,8 
5 _ c 5- 
lg sin A = lg 0,6 = 1,778 15 
lg sin 36°52 . = 1,778 12 
lg sin 36°53’ = 1,778 29, A = 36°52'11”. 
lg sin B =lg 0,8 = 1,903 09 i 
lg sin 53%7' = 1,903 01 
lg sin 53%8' €. = 1,903 11, B = 53°7'48”. 


Ca verificare, A + B = 36°52'11” + 53°7'48" = 89°59'59”', 
adică A + B = 90°, valoarea calculată fiind o valoare apro- 
piată cu o aproximație de 1°” prin lipsă. 

Unghiurile triunghiului sînt deci 


A = 36°52'11”, B = 53°7'48”, C = 90°. 
v.25. Să se discute rădăcinile ecuației 
(p + 1) cos 22 + 2p? sin æ +1 — 3p = 0 


3 
şi să se calculeze valorile lui a cînd P =>, 


2 
Soluţie. Se înlocuieşte cos 2% prin 1 — 2 sina şi ceuaţia 
devine 


l (p + 1) sin? — p*sin p+p—1=0, 
o ecuaţie de gradul al doilea în raport cu sin z, ale cărei rădă- 
cini sînt sin vı = p — 1, sin %, = 


p+1` 
Rădăcina z, este reală dacă sin? ~, < 1, deci (p—1} <1, 
'p(p —2) <0, 0O<p<2. 
Rădăcina z, este reală dacă sin?z, > 1, deci 
(p+1)2>1, p(p+2)>0, p < -— 
Dâcă parametrul p ia toate valorile reale de la — œ la 
+ oo, putem forma următorul tabel : 
p <. — ?, x imaginar, vs real; 
— 2 <p <0, erşi t imaginari ; 
0 <p <2, a, şi za, reali; 
2 < 9, & imaginar, % real. 
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“Dacă p = — 2, sin = > 1, a = [28 +2) me 
Dacă p = 0, sin a, tt l, & = (2x +3) Te 
sin 2 = 1, za = (2k +7)” 
Dacă p = 2, sina = 1, a, = (22 +7] T; 
| sin a -a 
. : E 3 i 
Pentru p = 2 2, Şi Va sînt reali şi anume : 


A 1 : l 
sin 2, =—, %,ı = 30° şi în general 


] 
În hemul nat 


sin 4, = = 0,4; lg sin æ, = 1,60206; dz, = 23°34'41" ; 


Da = 233441” + 2k x 180° sau V, = (2k +1) 180 — 
— 283°34'41”. 


V.26. Să se calculeze, într-un triunghi oarecare, distanțele 
_ortocentrului la laturi, în funcție de laturile triunghiului şi de 
iangentele unghiurilor. 

Soluţie. Fie ABC triunghiul, A', B', C picioarele înălțpi- 
milor, H ortocentrul. În triunghiul dreptunghi BB'C, +HBA'= 
= 90” — 0, deci tg X HBA’ = ctg 0; la fel, în triunghiul 
dreptunghi CC'B, XHOA' = 90° — B, decitg XHOA' = ctg B.. 

În triunghiurile dreptunghice HA'B şi HA'0 avem 

HA' = BA'tg x HBA' = BA'ctg 0,- 
HA' = A'O tg x HOA' = A'O ctg B; 
Deci BA’ = HA'tg 0, A0 = HA' tg B, E 
BA' + A'0 = HA' (tg 0 +tg B), dar BA'+ A'0 = 


= BO =a 
HA! = 
i tg B+-tgC ` 
Prin permutări circulare, 
Bepe a O ai ee es 
tg C+tga tg A + tg B 


22 — Culegere de probleme 
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V.27. Să se rezolve ecuaţia 
sin 2g tg x — tg x — sin 2s + 1 = 0. | 
„Soluţie. Grupăm termenii în sin 22 și ecuația devine 
sin 2g (tg —1) + 1 — tg v = 0, 
(tg 2 — 1) (sin 22 — 1) = 0. 


Ecuația dată se descompune în următoarele două ecuații : 


tes =1, s=; + kr; sin 2s = 1, 2s == + 2kr. 


Rădăcinile ecuației date sînt deci 4 = r + kr. 


O altă metodă pentru rezolvarea ecuației date este să 
exprimăm 'sin' 22 în funcție de t = tg v, prin formula 
| 2tg z 2 


sin 2% = 2 sin g ceos s = —— = 
1+tgr 14e 


gi ecuația. dată devine 


e 2t ` 


1e 1+8 


+1=0, 


22 — 2t + (1 — t) (1 + t) = 0, 
— t + 382 — 3t +1 =0, | 
(CIF I =0,—t +1 =0,t=1, tg s=1; 


a = + kr. 


V.28. Să se elimine z între ecuaţiile 
sin v + cos x = a, tg? +oteiz = b. 
Soluție. Prima ecuație ridicată la pătrat dă 
gin? + cos?2z + 2 sin gcos g =; 


2 sin g cos g = @? — 1. 
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A doua, ecuație se: scrie, aducînd la acelâşi numitor, 
sin6w -+ cos6a = bsin3a cos?z, 
(sin?a -+ cos24) ( sinte — sin?2z cos? + coste) = b sina costa ; 
sinte + costa = (sin?g’+ cos?g)? — 2 sin? cos2z, 
1 — 3 sinĉg cos? = b sin*z cos?z, 
şi înlocuind produsul 2 gin v cos v prin a? — 1, avem 
8 — 6 (a? — 1}? = b(a? — 1). 


V.29. Să se verifice identitatea 
y= ftg (z — a) + tg 2 + tg (+ a) __ (cos 2a + 3 cos 2z + 2) 
tg (x — a) tg z tg (x +a) _ Cos 2a — cos 2x N 


Pentru ce valoare a parametrului a, funcția y este indepen- 
dentă de x? 

Soluţie. 

z EE : _ Î8 2 tga tigz+ tea ie: 

tg (e CEA a EEPE RA PETE 
7 __ 2tgz-4+2 tg atgrzr, 
ijë 1 — tgatg?r 
2 x 
te (2— SENE æ-+tg Aag (3+2 tg? a-—tg?a tg? 2): pi FETITE 


şi prin urmare valoarea lui y devine 
y _ 3+ 2tg2a — tgatg’zr 
tgr — tga i 


Înmulţim la numărător şi numitor cu cos2a cos? V, 
hs 
| y= 3 cosêz cos?a + 2 sin?a cos2z — sin?a sin 
' sin (x — a) sin (£ + a) 
pentru că | 
sin? a cos? a — sin? a cos? 4 = 
= (sin v cos a — sin a cos 2): (sin v cos a + sin a cos s). 
Numărătorul în ultima expresie a lui y se mai serie 
2 cos?w + cos?w cos?a — sin? sin?a = 2 cos2z + 
+ cos (æ = a)cos (x + a). 
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Înmulțim numărătorul şi nuzmiţorul cu 2. 


4 coste + 2 cos (£ — a) cos (£ + a) _ 
A . 2sin (x — a) sin (x + a) g 
__ 2 (1 + cos 2x + cos 2x + cos 2a) _ 2 + 3 cos 2x +cos 2a 
= cos 2a — cos 2x a cos 2a — cos 2x d 
ceea ce trebuie demonstrat. 
Dacă însemnăm. cos 22 = = 2, condiția necesară şi suficientă 
ca raportul 


3z + cos 2a +2 
— z + cos 2a 


y = 


să fie independent de z, deci de v, este 


_3 ___ COS 2a +2 
—1 cos 2a 


de unde deducem 4cos2a +2 = 0, cos 2a = — > 


2a = + 120°, a => dr e 


Pentru această valoare a parametrului a, valoarea, lui y 
este egală cu — 3, oricare ar fi valoarea lui g. 


V.30. Dacă laturile unui triunghi sînt în progresie geome- 
irică, să se demonstreze că raţia q a acestei progresii iiini 
dubla megolitate; 


Y5—1 <24 < V5 +1. 


Soluție. Laturile a, b, c fiind în progresie geometrică cu 
ratia q, putem serie a = a, b = aq, c = 002. Însă într-un tri- 
unghi, o latură este mai mică decît suma celorlalte două şi 
mai mare ca diferența lor, adică 


(1) a < aq + ag’, (4) aq <a T ag? 
(2) a > aq — ag, (5) ag > ag? — a 


(3) a > ag? — aq, (6) aq > a — ag? 
(7) aq? < a + aq 
(8) aq? > ag — a 
(9) ag? > a — aq. 
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5 se sls uşor că inegalităţile (4), (5), (6) se deduce respectiv 
din (2), (3), (1), iar (7), (8), (9) din (3), (2), (1); prin urmare: 
„ numai inegalitățile (1), (2), (3) sînt onenpiale. Inegalitatea (2) 


se mai scrie —q +1 = (a al: +2 > 0, deci (2) este. 


satisfăcută oricare ar fi valoarea lui g. E rămas în definitiv- 
numai inegalitățile esenţiale (1) şi (3), care se mai seriu : 
O) -gi > o0 şi (3) ggio. 

Dar q? +q —1=0 are rădăcinile 2q = — 1 V5, iar 
Q2 —1 = 0, rădăcinile 2q = 1 + V5. Inegalitatea (1) este: 
satisfăcută pentru 2q < — 1 — Vă sau — 1 + Y5 < 2q; inega-- 
litatea (3') este satisfăcută pentru 1 — Y5 < 2p < 1 + V5.. 
-~  Însăq fiind un număr pozitiv, inegalitatea 2q < — 1 — Y5 
este imposibilă, iar 1 — V5 < 2q este adevărată oricare ar fi 
numărul pozitiv q. Rămîn în definitiv inegalitățile — 1 + y5 < 
< 2q şi 2q < 1 + V5, ceea ce trebuia demonstrat. 


"V.31. Bă se rezolve ecuaţia 
ör 


arc tg(l + 2) + arc tg Usa) 


Soluţie. Punem a =arc tg (1 + 2), b=are tg (1 — 2), deci 
tg a = 1 + v, tg b = 1 — v, iar ecuaţia dată devine a + b = 


= = = 75°. Arcele. a +b și 75° fiind egale şi tangentele: 
lor trigonometrice sînt egale, adică tg: (a + b) = tg 75° sau 
tga+igb Z tg75°, l 


1—tgatgb 
1+a+il=—z a 2 5 
i ta 7 Sie pute 
1 — (1 + z) (1 — z) sg lo z? tE 10 


tg 75 = tg (45° + 30°) = -EE tut T= 


tg 45°tg 30° 
i i 
2 B Vara 
mt Bal 
yso 
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` Ecuația > = tg 75° devine 


a V31 4-23. 


2 Y3+1 31 


= 4 — 2 V3, s= + 4—2 V3 = + (3 — 1). 


Ca verificare, pentru 4 = + (Y3 —1), suma arctg (1 +e)+ 
—+ arctg (1 — a) = arctg 3 +- arctg (2 — V3) = 60° -+ 15° = 75°. 


V.32. Să se calculeze unghiurile B, C şi latura c ale triunghiu- 
dui în care unghiul A = 15°, latura a = Y3 — 1, latura b = 
=\3 +1. 
„__ Soluție. Pentru a aplica teorema sinusurilor, calculăm 
mai întîi 
"sin A =sin 15 = sin (45°—30°) = sin 45° cos 30 — 
cos 45 sin 30 = 


_V2 y% Z a UI) 


"aum Ò a — — ð — ee 


9 2 2 2 4 
Din formula —%— = deducem 
sin A sin B 
sin B=} sin A = -n T =] = s+) 
a y3 —1 4 i 4 


Am găsit că valoarea lui sin-B se' deduce din valoarea lui 
sin A prin înlocuirea semnului minus cu semnul plus, deci 


sin B = sin (45° + 30%) = sin 78°. 


Din ultima ecuaţie deducem pentru B două valori, B = 
= 75 şi B' = 180”—15* = 105°, avem deci două triunghiuri 
care răspund datelor problemei, ABC şi A'B'0'. : 

În primul triunghi, A = 15, B = 75°, C = 90°, iar în 
al doilea triunghi, A' = 15°, B’ = 105°, © = 60°. 

În triunghiul dreptunghi ACB, ipotenuza c este dată de 
teorema lui Pitagora, c? = ae b? = (/3— —1)? + (V3 +1} = 
= 8, ce = 2V2. 


342 


re 


În triunghiul. A'B'0', teorema sinusurilor -dă 
e pa a 0 a' sin C’ 


sin C^ sin A’ sin A? ` 


Însă a' = V3—1,sin 0'= sin 60= 15, sin 4' = PU (E T” 
şi făcînd înlocuirile, obținem ce = y6. 


V.33. Condiţia necesară şi suficientă ca un triunghi să aibă: 
unghiurile A, B, O în progresie aritmetică şi laturile a, b; o în. 
progresie geometrică, este ca triunghiul să fie echilateral. 

Soluţie. Presupunem că unghiurile A, B, O sînt în progresie 
aritmetică, prin urmare termenul “mijlociu este egal cu media 


aritmetică a celorlalți doi, adică B = 2 -tr G, 


'. Prin'ipoteză laturile a, b, c sînt; în Poa geometrică, 
adică “termenul mijlociu b este . egal cu media geometrică a 
celorlalți doi, adică b = Vac sau b? = ac. Însă din teorema. 
sinusurilor ştim că a, b, c sînt proporționali cu sin A, sin B, sin. 
O, iar ecuația omogenă b2 = ac poate fi înlocuită cu sin? = 
= sin A sin C. 

Pentru determinarea unghiurilor A, B, O, avem următoa- 
rele trei ecuaţii 


A + B +0 =180, A + 0 = 2B, sin?B = sin A sin C. 


“Din primele două ecuații deducem B = 60°, iar ultima. 
y3- 


K ecuație devine sin A sin 0 = Z, pentru că sin 60° = T’ "Sau. 
2 sin A sin 0=-2 sau Cos (0—.A)— cos (0 + A) == 7 

însă ' 0 + A =2B = 120°, cos(0 + A) = cos 120° = 
= — cos 60° = — > şi ultima ecuație devine cos (0—4) = 1, 


deci 0—A =0. sau A = 0. Ecuația A + 0 =2B devine 
24 =2B, A = B, deci A = B = 0, adică unghiurile sînt 
egale şi triunghiul este echilateral, deci am demonstrat că con- 
diția este necesară. 

-O altă demonstraţie este următoarea : unghiurile A, B, 0 
fiind presupuse în progresie aritmetică, rezultă ca mai sus că. 
B= 60° ; laturile a, b, e fiind presupuse în progresie geometrică, 
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— 


` fie q raţia ei, putem scrie că laturile au vălorile a = a, b = aq, 

„e = aq?, iar formula | 
2 = q2 + 02—2ac cos B 
«devine 


sau simplificînd cu aê, je 2q2 + ¢ =0; (—1) = 0, 
=, 4= 1 


a q fiind un număr pozitiv, q = 1, deci laturile triunghiu- 
Jui sînt a = a, b = a, ¢ = a, adică egale, deci triunghiul este 
chilateral. 
| Condiţia este evident şi suficientă, căci dacă triunghiul 
«este echilateral, avem A =B =C şi a=b =c, de unde 
deducem 2B = yi + C gi b? = ac și penultima ecuație exprimă 
«că unghiurile A, B, C sînt în progresie aritmetică cu ratia r = 0, 
âar ultima ecuaţie exprimă că laturile a, b, c sînt în progresie 
pomelo (cu rația T= = 1). 


V.34. Două cercuri, ale căror raze sînt r şi R = 3r, sînt 
angente exterioare, să se calculeze aria “riumghăuliiă curbiliniu 
Jimitat de aceste două cercuri şi de o tangentă comună lor. 

Soluţie. Fie C şi D centrele. celor-două cercuri, respectiv 
mie şi mare, A și B punctele de tangenţă ale tangentei comune 
„Gu cele două cercuri ; razele CA şi DB sînt perpendiculare pe 
tangenta AB, iar linia centrelor 0D-taie cercurile în punctul 
Jor comun T. Aria triunghiului curbiliniu ATB este egală cu 
aria trapezului CABD, mai puţin ariile sectoarelor circulare 
AO0T şi BDT. 

Paralela din C la AB taie raza BD în E şi în triunghiul 
dreptunghi CED, ipotenuza CD = CT + TD =r + 3r = 4r, 
«ateta ED = BD—BE = BD—AC = 3r—r = 27, deci : 


CE: = 0D?—ED? = (4r)2— (2r)? = 1272, CB =2V3r. 


În triunghiul dreptunghi CED, unghiul D este dat de for- 


anula ED = OD cos D, 2r = 4r cos D, cos D =-=; D = 60° = 
; unghiurile ACT şi BDT fiind E rezultă 


A 
-X ACT = 180°— 60° = 120° = 


844 


Aria trapezului CABD = (40 + BD) x E = (r+3)x 


— è — —, 


Aria, sectorului circular BDT =>. DB: x x BDT = 


„ră. pi 


V.35. Să se rezolve și să se discute sistemul 
tge +tgy =a tg (2+y)=b. 


Soluțic. Însemnăm pentru prescurtare X = tg z, 
Y = tg y şi deducem 


Xa Y a 
a = X 4- Y, b =- b = 
S 1- XY’ 1— XY?’ 


sau 
X+Y=a, XI =1-3. 


Necunoscutele X, Y sînt rădăcinile ecuaţiei de gradul ab. 
doilea 


t?—at + 1 = = 0, 
şi rădăcinile ei sînt reale dacă discriminantul 
a JF 0. 
De exemplu, dacă a suke , b=2 + y3, avem 


apta 8013) ALE iata = SP 


E = >0- 
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Rădăcinile X şi Y ale ecuaţiei în ¢ sint date de 


arh ps, X =1, y=Ë 


2t = 
adică tg s = 1, tgy = z, deci g = 45°, y = 30° 


a = +kr, y= tkn. 


- 


- V.36. Dacă m este un parameiru variabil, să se discute 
ecuajia tg 2% = 2m sin 7v. 


in 2 
Soluție. : Înlocuim tg 22 = sin = aa Şi ecuația 
cos 2% 2 cost x — 


dată devine 
2 sin o|m— asa) = 0 


care admite, oricare ar fi valoarea parametrului m, rădăcinile 
ecuației sin 2 = 0, adică z = kr. Rămine ecuaţia 


2m cos2o—cos z—m = 0 
(am înmulţit paranteza mare cu cos 2z, deci presupunem că 
t kr 
gF =+. 
F 4 az 2 


Rădăcinile ecuaţiei în cos z sînt 


1 4V1 F8 nt 
4m 


CoS 4 = 


şi valorile corespunzătoare, pentru v sînt reale, dacă A < 
1, cos?s, SI, âdică 


APEE E +. 8 m? 


16 m? <t; 
æ, este real dacă Vi F 8m? <4 m2—1, (1) 
S, este real dacă — Vi + SmE < 4m?—1. (2) 
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| Vom distinge trei cazuri, după cum Am? —1 este pozitiv, 
negativ sau nul. 


1. Fie 4m? —1 >.0, adică m < — = sau = < m; ine- 
galitatea (1) are ambele părți pozitive ; prin ridicarea la pătrat 
deducem . 

1 + 8m? <16 m—8m? + 1, 16m? (m?—1) > 0 


sau m?—1 > 0, adică m < — 1 sau 1 <m ; 
Condiţia m?—1 > 0 atrage evident după sine 4m?—1 > 0, 
deci v, este real dacă m < — 1.sau 1 <m şi imaginar pentru 


-i <m< -7 sau S<m<i. 


Inegalitatea (2) este satisfăcută de la sine, pentru că partea 
întiia, este un număr negativ, iar Perier a doua, un număr 
pozitiv, deci 4, este real. 


2. Fie 4m?—1 < 0, adică — = < m < > ; inegalitatea 


"- (1) este imposibilă pentru că un număr pozitiv nu poate fi mai 
mie ca un număr negativ, deci ~, este imaginar; inegalitatea, 
(2) avînd ambele părți egale cu numere negative, se mai scrie, 
- schimbînd semnele şi ridicînd la pătrat, 
1 + 8m2 > 1—8m2 + 16 mt, 

16m2 Se d <0 


sau m?—1 <0, adică -— 1< m< 1. Însă Această condiție 
este evident îndeplinită dacă — > < m < > , deci 2 este 
real. 


3. Dacă 4m*—1 = 0, distingem două cazuri, m = + zrs 


2 r 
1 
. pentru m = p avem 


COS 4 -1+5 +s >], % imaginar, 
S 4 
COB Lo = : = > —1, %, real; 
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Ta RA a. 
pentru m za avem 


"145 


ie r E < — 1, v imaginar, 
3—1 
COS Xa = 4 z .< 1, a? real. 


___ În rezumat, a, este real numai pentru m < — 1 sau 1 < m, 
iar 4, este real pentru toate valorile parametrului m. 


V.37. Se dă tg a= E să se gă- 


sească relaţia de legătură dintre a și b. 
Soluţie. Deducem prin ridicare la păstrat 


tea =, cos? 2b = EV, 
x+y 2x `^ 

tgĉa cos? 2b = 2 

2r- 


O z-y+s+y _ 
tga cos? 2b + cos? 2b De e 1, | 
cos? Zb (tg?a + 1) = 1, cos? 2b = costa, 


1 4b 1+cos 2a 
EOE > EOR, cos 4b = cos 2a, 


= + 2a + 2kr, 2b = + a + kr. 
i V.38. Să se elimine parametrul t între ecuaţiile 
x = a cos t cos 2t, y = b sin t sin 2t. 


Soluţie. Din ecuațiile date deducem 


z y z? y? 
— + = = cost; —— + = 1 
a T b l ? a? cos? t b sin? 


şi între aceste două ecuații se elimină uşor cost; se găseşte 
b? x2 . y? 


(bx + ay)? ab? — (bx + ay) 
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cro W39: Bă se verifice identitatea 
tg (z — a) + tgz +tg (+a) _ cos 2a + 3 cos 2z + 2 
tg (x — a) tg z tg (x + a) cos 2a — cos 2x 


şi să se determine valoarea lui a pentru care y este independent de x. 
Soluție. Dacă aplicăm formula care dă tangenta sumei 
sau diferenţei a două arce, deducem prin aducerea la acelaşi 
* numitor, 


yY = 


2 tg x (1 + tga) 


g (@—a) + te (e +a) = 
1 — ig2ztg2a 


. În expresia lui y putem deci simplifica la numărător şi 
numitor « cu. tg: æ şi rămîne 
j= 3+2tg? a—tga tgz 
tgr — ta 


înloct i tg? a = 17 cos: 2a 
1+ co 2a 


înmulțim apoi numărătorul şi numitorul lui y prin produsul 
(1 + cos 2a) (1 + cos 2a) şi obținem 
3 cos 2x + cos 2a+2 


— cos 22 + cos 2a 


şi identitatea este verificată. 
Funcţia y este o funcție omografică de cos 2w sau o funcție 
omografică de tg?a. Însă condiția necesară şi suficientă ca o . 


funcţie omograifică cate de variabila X să [fie independentă 


Şi pe tg? e prin expresia analogă, 


y = 


Dacă privim pe y ca funcţie. moratoi de cos 2s, condi- 


= tia ca y să nu 1 depinda de z este 


| . 3 __ COS 2å +2 
i A —1 cos 2a 
1 
gi din Sociala ecuație trigonometric% deducem cos 2a = — Ja 


deci i 
a = + 60° E k x 180°. 
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Dacă privim pe y ca funcţie omografică de te2z, condiția 
ca y să nu depinda de z este 


tga _ 3 + 2tga 
1 —tg2a 


de unde deducem ecuaţia trigonometrică tgta—2tg24—3 = 0, 
care are rădăcinile tg?2a = —1 și tg?a = 3, dintre care numai a 


doua are rădăcini reale, tg a = + Y3, deci 
sa a = + 60° + k x 180° 


şi am regăsit aceleaşi valori pentru parametrul a. 


V.40. Pe îpotenuza AB a triunghiului dreptunghi ACB, se 
consideră punctele D şi E; să se calculeze aria triunghiului 0DE 
în functie de catetele a,b şi "de unghiurile « şi B pe care le face AB 
„cu dreptele DO și EC. 

Caz particular a = 3 m, b = 4 m, « = 60°, B = 75. 

Soluție. Fie C’ proiecția vîrfului C pe ipotenuza AB, fie 
h = 0'0 înălţimea ; dublul ariei triunghiului ACOB este egal 
cu produsul dintre paza AB = o şi înălţimea 0'0 = h, adică ch. 
Însă triunghiul dreptunghi ACB poate fi considerat că are baza 
AC = b şi înălţimea BO = a (fig. 52), ia dublul ariei lui este 


egal cu ab. Rezultă ch = ab sau h = “.. Însătriunghiul fiind 
dreptunghi, după teorema lui Pitagora a? na b? = 02, deci 
h? = @ê b? 
a b? ` 


În triunghiul dreptunghi DO'C avem 
DC’ = C'0 ctg « sau DO’ = h ctga. 
În triunghiul dreptunghi £0'0 avem 
EC’ = 0'0 ctg B sau EC’ = h ctg. 
Aria Sa triunghiului CDE este egală cu diferenţa ariilor 
sriunghiurilor dreptunghice DO'O şi E0'0, deci 
ş„DOXCC __ECxCC 
2 2 


2 3 
Sb, 


înlocuind 'pe }? cu valoarea găsită mai sus, 
l g= ab? (ctg œ — ctg B) 
aa + b3) l 


În cazul particular a = 3, b = 4, c = 5, a = 60°, B = 75°, 
avem i 


ERE 
ctg jia ctg 60 aai 
ctg B = ctg 75 = ctg (30° + 


+ 45) = 2— Y3, 
9 x 16 
-——2 3 
-i rI )- 
_ 48 Q2V3 — 3) e 
25 Fig. 52 


V.41. Unghiurile A, B, O ale unui triunghi sînt în progresie 
aritmetică și legate prin relaţia sin A sin O = cos? B; să se afle 
valorile lor. 

Soluţie. Într-un triunghi, suma unghiurilor 


A+ B+ 0 = 180". 


Unghiurile fiind în progresie aritmetică, termenul mijlociu 
B este egal cu media aritmetică a azi ari doi termeni, adică 
A+C c 
B = 


2 
Din ultimele două ecuaţii Jean 3B = 180°, deci 


B =60°; A + C = 120°; 0 = 120°—4A ; cos B = cos 60° = Sa 


sin 0 = sin (120°— A) = sin (60° + A) = sin 60° cos A+ 
+ cos 60 sin A = 2) cos A + [3 1] sin A. 


După înlocuire, ecuația dată 
„4 sin A sin C = 4 cos - 
devine | | 
2V3 sin A cos A + 2 sin? A =1, 
Y3 sin24 +1 — cos 24 = 1, tg 2A =B, 


24 = 30°, A = 15°, 0 = 120°—A = 105° 
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deci unghiurile triunghiului sînt 
A = 15, B = 60, 0 = 105, 
în progresie aritmetică cu ratia egală cu 45°. 


V.48, Dacă un triunghi echilateral, un pătrat şi un ewagon 
set au perimetrele egale, să se arate că ar iile lor sînt pro- 
porționale aproximativ cu numerele 
10, 13, 15. 

Dacă ariile lor sînt egale, cu ce 
numere sînt propo pronate perime- 
trele lor? 

Soluție. În cercul de centru O şi 
raza k, înscriem poligonul regulat cu 
n laturi ; fie AB una din laturile lui, 
M mijlocul lui AB, iar unghiul la 


centru AOB îl însemnăm cu 2a= [2r 
(fig.'53). 
Fig. 53 În ia cara dreptunghi AMO 


avem OA=F, X AOM =a; 


AM = 40 sin a şi si doica a 
sau 
AM = Rsin a şi MO = R cos a. 


Latura AB = 2AM =2R sin a, deci dial P, a 
poligonului este 


P, = nAB = 2nR sin «a. 
Aria triunghiului AOB este 
ŽAB x MO = R? sin a cos x, 
iar aria S, a poligonului este 
| Sa = nR? sin a cos a. 


Pentru a găsi relația dintre perimetrul P, şi suprafața, 
$,, eliminăm pe R între oale care definesc pe P, şi S, și . 


găsim dacă înlocuim:pe «cu, 
k n 


P 
— = 4n tg. 
Su n 
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| Ca verificare, dacă n —-:'c0, poligonul regulat tinde către 
„.. Cere, perimetrul P, „ către circumferința 27.R, iar pâlc ie ai ‘Ba 


“către zR, deci raportul = > AT. | 
Pe de altă parte, usi án tg = Rora mariai se 


şi "cînd no, æ —>0, iar raportu 8% Si deci 
i a % 


4x t 
ET ES 2 4, 


x 


Pentru n = 3 avem triunghiul echilateral, tg = Y3, 


Pentru n = 4 avem pătratul, tg z =1, 


| Pi a 16. 
Sa 
Pentru n = 6 avem exagonul regulat, tg T =y s 
12 
Pi —8)3. 
ISe 


Creve 


Prin ipoteză aceste trei: poligoane au perimetrele egale, 
adică P, = P, = Pg, rezultă 


12 V3 Kg = 16 S, = 15 Ss 
şi dacă împărţim peste tot cu produsul 120 V3, obținem 


însă Y3 = 1,7321 şi 7,5 FE = 12,99075 = aproximativ 13, 
‚deci cu această aproximajie prin lipsă, mai mică decît o sutime, 


— = e- —— 


ceea ce trebuia demonstrat. 
: A E] 


28 — Culegere de probleme 
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Dacă presupunem că cele trei poligoane - au ariile egâle, 
adică Sa: = Ra, = Sg, rezultă 

Ps _ Pa __ Po 

1275 16 8/3” 

Rădăcina pătrată din 12 V3 este egală cu 4,559, iar rădă- 
cina pătrată din 83 este egală cu 3,723. Putem spune că cu 
aproximație de o unitate, perimetrele aa proporționale cu 
numerele 456, 400, 372, adică ` | 

P, P, O OPs: 


— —— ——— 


456 400 372 


-sau dacă înmulțim aceste egalități cu numărul 4, obţinem 


rapoartele 

P, P, P 

114 100 93 
adică dacă un triunghi echilateral, un pătrat şi un exagon re- 
gulat au ariile egale, atunci perimetrul triunghiului echilâteral 
este cu 14% mai mare: ca perimetrul pătratului, iar perimetrul 
exagonului regulat este cu 7% mai mic ca perimetrul pătratului. 


V.43. Să se deres identitatea 
2(3 + cos 4x) . 
1 — cos 4x ” 


Soluţie. Pornim de la formula 


tg? + ctg? s = 


„L—cos 4y = 2 sin? 2w = 8 sin? œ cos? w; 


putem deci înmulți membrul întti al identităţii cu 8 sin?4 sale 
şi membrul al doilea cu 1— cos 4%, Obţinem 


S (sint x + cos22) = 4 + 2 (1 + cos 42), 
în care înlocuim 
1 + cos 4gs = 2 cos22z = 2 (cos? —sin?0)? = 2(cost æ + sint g — 
—2 cos?asin24) 

Şi dia simplificarea cu factorul 4, rămîne 

2(sinta + costa) = 1 + coste + sint g—2 cos? g sin? y, 
sau l | 

cost æ + sint æ + 2 cos? sin? = 1, (cos? + sin? g)? = 1, 
identitate evidentă. | 
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-4 
y. a, Să se rezolve sistemul. de ecuaţii 
sin o + sin y = a sin b, 
COs 4 + CO8 Yy = a COS b 
a și b fiind constante. | 


_ Soluţie. Înlocuind suma de sinusuri şi suma de cosinusuri . 
prin produse, sistemul dat este echivalent cu sistemul l 


i 2 sin fti e os ZË = a sin b, 
2 E 
x J —z : 
2 cos = oos LE = a cos b, 


iar prin împărțirea acestor două ecuaţii membru cu membru, 
deducem 


tg zu = tg b, 
de unde 
H =b + kr, s +y = 2b + 2kr. 
Prima ecuație devine, ţinînd seama că 


Sin H = sin (b + kr) = + sin b, 


semnul plus corespunde la k număr par, iar semnul minus la k 
impar, 


'y— rz a 1, aì) 
COS = += =(y—2) = arccos — je 
E w—a) recos (£4) 
Dacă  însemnăm cu Arc cos = determinaţia principală 
. a funcției are dos = adică arcul cuprins între 0° şi 180°, ultimele 


„ecuaţii se setiu 
æ + y = 2b + 2kr 


y—s = + 2 Arc cos A + 2k'r, 
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` . în care numerele, k şi k' sînt ambele pare, sau ambele impare. 
Prin adunare și scădere membru cu membru, deducem 


a 


æ = b + Arocos = -+ (k—k')r, 
y= b + Arc cos > +(k + k'r. 


 V.45. Să se arate că T 
tg 130 = V6 — 342 — 2. 


Soluție. Observăm că 2 x T30 =15 şi 2 xX ua = 30°; 
cunoaştem 


iar din formula tg 2% = Hee 5 


deducem ecuaţia de gaduk a al 
doilea. în raport cu tg 4, | 
„îg 2% tg? w + 2 tg s—tg 2x = 0. 


Dacă e = 15°, formula dă tg 15° = — V3 + 2, însă tg 15° 
este un număr pozitiv, deci . | 


tg 15° = 2— V3. 


"Dacă în ultima formulă înlocuim œ prin 7°30 şi în fața 
radicalului luăm semnul plus, pentru că tg 7°30 > 0, obținem 


te 130 = (2 + V3) (oa + 2V2 273) = -2-13 + 


+ 2(2 + V3) 2—3: 


Pentru ca această valoare a lui tg 7°30 să fie opala cu . 
valoarea dată, trebuie să avem a 


| yë + Va =2(2 +3) 2 =V3 
sau ridicînd la patrat, 


8 + 4/3 = 4(7 4186 — Y3) 
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Ti k A 


e sau. simpliticină cu 4, DE 


2 + V3 = 14 se: 13—12, 
egalitate evidentă. 


| V.46. Tangentele trigonometrice ale unghiurilor. unui tri- 
unghi sînt egale cu numerele 1, 2, 3 ; să se construiască triunghiul 
și să se calculeze produsul înălțimilor triunghiului în funcție 
de produsul laturilor tui. 


_ Soluție. Dacă A, B, O sînt unghiurile triunghiului căutat 
ABC, este posibil să avem 


tg A=1,te B =2, tg 0=3, 
pentru că aceste numere verifică identitatea 
tg A + tg B -4+ tg C =tg A tg B tg 0, 


care există între unghiurile unui triunghi oarecare. 

Relaţia tg A = 1 arată că A = 45°; pentru construcţia 
grafică a triunghiului ABC, putem proceda, în felul următor 
(fig. 54): pe un cere arbitrar luăm punetele B, C aşa fel ca 
arcul BO să fie egal cu un ` 
sfert din lungimea cercului. 
Dacă A este un punct ales 
arbitrar pe cerc, unghiul 
BAC = 45°. Pentru a deter- 
mina poziția punctului A pe 
cerc, ridicăm în C perpendi- « 
culara 0B' pe BC şi luăm 7 
OB' =2B0; dreapta BB' : Fig. 54 
taie cercul în punctul căutat 
A, pentru că în Mungiu, dreptunghi BCB’; avem 0B' = 
= BO tg 0BB' sau te B = : 

Pentru verificarea pline a construcţiei, ducem și perpen- 
diculara BO’ în B pe BO, pe care luăm BO’ = 3 BO; dreptele 
BB' şi 00' trebuie să se taie în punctul A situat pe cere. 

Fie A, piciorul înălţimii coborite' din A pe BO; în triun- 
~ ghiul il ca ae AAC, înălțimea AA, = AC sin 0 sau 


a = b sin O, 


iar prin permutări circulare; 


h; = c sin A, hk, = asin B, 
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de unde a | 
haheh, = abe sin A: sin B sin C. 
Însă d. 2 | 
sin A = tt A = 
Vitae a V2 
SII E LA 
m Tonga Ys 
TE e E E LPEE 
a U Saet 7 Tao! 
și făcînd. produsul sinusurilor, 
sin A sin B sin (==, 
0 5 
deci | 
' 5 hahh, = 3 abe. d i i | t, 
Aceasta este relația căutată între produsul înălțimilor i | 
_gi produsul laturilor. | 
Triunghiul a fost construit pornind de la un cerc a. cărui 
„rază este egală cu o lungime arbitrară; rezultă că problema, 
admite o infinitate de soluţii, toate triunghiurile fiind asemenea 
pentru că au unghiurile respective egale. 


V47. 1. Pe laturile unui dreptunghi, de laturi a şi b, se 
construiesc, în exteriorul lui, triunghiuri echilaterale, şi dacă 
se unesc vârfurile triunghiurilor, se formează un patrulater ; să se 
calculeze păiratele diagonalelor acestui patrulater. 

E Generalizare pentru un paralelogram de laturi a, b și 
-arie 
i Soluţie 1. Fie ABCD dreptunghiul, AB = a, BO =b lun- . : 
gimile laturilor lui, aria lui este S = ab ; fie E, F, G, H virfurile = 
triunghiurilor echilaterale construite pe laturile AB, BC, 0D,- 
DA. Diagonalele EG şi PH sînt axele de simetrie ale dreptunghiu- 
lui, ele se taie în centrul O al dreptunghiului (fig. 55). 


Diagonala EG = 20E; însă OE este egal cu pfas înăl- 
țimea în triunghiul echilateral AEB de latură d, dei 


BG =208 = [+ e) = b+ a, 
EG? = b? + 3a? + 2ab V3 
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Oi san e. 


EG? = 30? + b? + 283. EPE 
Pentru motive de simetrie, E i N 

| FHE? = a4 3b? + 2832 ` o 
2.. Să demonstrăm că aceste formule, stabilite în cazul 


particular al dreptunghiului, rămîn adevărate şi în cazul unui 
paralelogram. - | 


NS a 


Fie ABOD paralelogramul, AB = 0D = a, BC = DA = | 


= b, a unghiul ADO, aria S = OD- AD sina = ab sin æ; fie 


Y 
Fig. 55 Fig. 56 


„A, F, GQ, H vîirfurile triunghiurilor echilaterale construite pe 
„laturile AB, BC, CD, DA, diagonâlele EG şi FH ale patrulateru- 
lui EFGH, trec prin punctul de intersecţie O al diagonalelor 

paralelogramului, care este centrul de simetrie al figurii. 


Pentru a calcula diagonala EG = 20E, însemnăm cu A! și - 


_- © mijloacele laturilor AB şi CD (fig. 56); dreapta A'0' trece 
~ prin centrul O şi este paralelă și egală cu laturile AD şi BC. 
Teorema medianei aplicată triunghiului A'FE0' cu mediana OFE 
spune că e la 

Di A'O’? + 40E? = 2 (A'E? + C'E?) 
sau i 


b? + EG? = = + 20'£2, NE, (1). 


/ 
Ap e: 
Be 


input a A'E te iii şi înălţime în iii echi- x 
lateral AEB ; preluńgim dreapta FA’ pînă întîlneste latura OD 
în A”; în triunghiul dreptunghi A'A''0', unghiul din 0’ este 
egal cu % iar ipotenuza A'O’ = b, casetele lui sînt deci 

O'A = b cos g, A'A" =b sin a. 
În triunghiul dreptunghi BA”0' cunoaștem cateta 


C'A” = b cos œ şi cateta 
AVE = A" A' + A'E =b sin a + aon 


rezultă că ipotenuza E0' este dată de teorema, lui Pitagora, | 


E0"? = (b cos a)? + (? sin a + E) 


sau 
BO = bt + SE + ab sin a: Y3. (2) 
Din formulele (1) : (2) deducem 
BE = — b 4E aA a 52 T 2 ab sin a: y3 
sau 
E @ = 302 + b? + 28 V3. (3) 
Pentru motive de simetrie, | | 
FH? = 02 + 352 + 28 Y3. (4) 


Formulele (3) şi (4) rezolvă problema propusă. 


"V.48. Fie DBO şi EBC triunghiurile echilaterale descrise 
pe latura BC a triunghiului ABO; să se calculeze : 


1. Suma AD? + AE2; 
2. Produsul | AD?- AF2; 
3. Cosinusul unghiului DAE, 
în funcție de laturile a, b, e ale triunghiului ABC. 
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aia Eau 
în ea 


sau 


pe 


Solaţie. 1 Fie O. mijlocul Ti BO; tn triunghiurile schila- 


terale BDO şi BEU, medianele OD și OB sînt şi înălțimi, deci 


punctele D, 0, E sînt coliniare (fig. 57). 
 Aplicăm teorema, medianei la triunghiul DAE cu mediana 
OA şi apoi la triunghiul BAC cu mediana OA; obţinem - 


DE? + 4042 = 2 (AD? + AE?), - 
: BO? + 4042 = 2 (4B? + A02). 


Înlocuim BO = a, 04 =b, AB =c¢, DE = 20D =aẸY3;, . 
pontra că OD este înălţime în triunghiul echilateral de latură a; WE 


scădem membru cu membru ultimele două egalități şi obținem 
3a?—a? = 2 (AD? + AE?) —2 (02 + b?), 
AD? + AB = 4 b o. (1) 


2. Însemnăm cu F piciorul perpendicularei coborîte din 
A pe DE ; aplicăm teorema generalizată a lui Pitagora triunghiu- 


„ai DAP şi obținem 


AE? = AD? + DEB2—2 DE: DF, -: 
AD? = AB2 + DB23—2 DE. BF,. 
iar prin scădere membru cu membru 
| ARAD = DE (EF—DF). 


însă OF = ha, înălțimea corespunzătoare vîrtului A în 
triunghiul BAC, deci l 


. EF—DF = E0 + OF — (0D — OF) = 2 0F = 2h 
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şi ultima egalitate devine, când înlocuim pe DE prin n ay; 
AE!—AD? = 2 ah, Y3 a a 


Ridicăm la, pătrat relațiile (1) şi (2) şi apoi- le scădem 
membru cu membru pi obținem : 


4AF? AD? = (a? + b? -+ 02)2—12 (ah)? 
Însă aria -i ABC este | 


E că aa ea) 
unde 2p =a +b +c, deci l 
4 (ah)? = 16p (p—a) (p—b) (po), 
(a+b +o) (~a +b +e) (a—b +0) (a +b—e) = 
= [—a? + (b F 02] [a2—(b—0)], 
şi făcînd înlocuirile, 
4AD?: AB: = (aè +b? + e)? + 3[a?—(b+0)?] [a?—(b—0)?]= - 
= at p bt p o p 20202 4 20002 p ab 
+ 3 (at bt t— 90202__9o2q2 — 2a?b?), 
„şi împărțind ambii membri cu 4, | 
AD: AF? = et bt beea? —aðb, (3) 


3. Însemnăm cu « unghiul DAE : aplicăm teorema gene- 
ralizată a lui Pitagora triunghiului DAE, 


DE? = AD? 4 AF? —2AD - -AE cos« 


în care DE = =a 3 şi ţinem: seama de formulele (1) şi (3), 
3a? = q2 + b? + 0c2— 2AD- AE cos o, 
de ` unde 
pa 4- c — 2a 


POENE di NE E E | 4y- 
[2 Va? + bt- c4—b? c? —c2a2—a2b2 ; (4) 


Formulele (1), (3) şi (4) rezolvă problema propusă, 


Cos z 
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. ne i | ; E = sie A i a ii | ue EL 
` = iat ` ` a a i a A | E i i t E 
A n A K e E i x i ao 


Să presupunem că am carierei în anod analog iasi 


` echilaterale OD'A şi CE'A pe latura CA şi triunghiurile echilate- 


Li 


rale AD'B și AE"”B pe latura AB; însemnăm 
E B Ei xD BE' şi sate x D'0B". 
Valorile lui cos f şi cos y se deduc din formula (4) prin 
permutări circulare, | 


că + aè — 252 


. COS B = Ã—n 3 
2Vaty bB c4— D202 — ea? — ab? 


È + b? — 2e? 


Cos => e 
i 2yo + btp et bc? — can — ab? 


Unghiuzile œ, B, y sînt legate prin două relații iigonoze- | 


trice remarcabile; prima relaţie este 


costa +.cos B + cos y = 0, (5) 


care se verifică uşor, pentru că membrul întâi este un raport 
în care numărătorul este 'egal cu 


(b? 4 02—2a?) + (62 + a?— 2b?) + (a? + 32202) = 0. 


_A doua relaţie este 


` . 


- Cos 2a + cos 2B + cos 2y = 0, | . (6) 


care se mai: scrie, dacă înlocuim pe cos 2a prin 2 cos2a—1, şi la 
fel pentru cos ZB şi cos 2y, 


21(cos2 + cos2f + cos?) =3 


sau o 


© (D2 + 02—2a2)2 + (62 + a?—2b?)? + (a? -+ b2—0c2)2 = 
| = (at + bt -+ t—b?e?—c?a?— a?b?), 
identitate” evidentă. ~ 
Ca exercițiu propunem să se calculeze sumele 
l COS æ Cos B+ cos B cos y + cos y cos a | (7) 
a cos 2g cos 2f + cos 28 cos 2y + cos 2y cos 2a. (8) 
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V.49. 1. Se'dă triunghiul echilateral ABC şi se construieşte 
triunghiul A'B'0' ale cărui laturi sînt: B'O paralela dusă prin 
A la BO; C'A' perpendiculara dusă prin B pe AB; A'B' per- 
pendiculara dusă prin C pe AC. 

Să se calculeze unghiurile, laturile şi aria triunghiuluè 
A'B'0' în funcție de unghiurile și laturile triunghiului ABO. 

2. Generalizare pentru un triunghi oarecare ABO. 

Soluție.1. Rezultă din construcție şi se vede pe figură 
că triunghiul B'A'0' este isoscel, iar unghiurile lui sînt (fig. 58} 


x B' = %0 = 305, % A! = 1205, 


Fie a latura triunghiului echilateral ABC; din triunghiul 
dreptunghi ABC’; rezultă AB = A0' cos 60°, deci AC’ = 2a, 


a' = B'O = 2A40' = 4a. 
În triunghiul A'B'0' mediana A'A este şi înălţime, iar 
din triunghiul dreptunghi A'A0' deducem AC’ = A'0' cos 30°, 
deci l Să 


Dr ia E 


y3 
„însă triunghiul A'B'C' fiind isoscel, b' = c', deci laturile lui sînt 
| priza N Poi alaa 4a ş i 
a = 4a, b'=0' = Ta 


Aria S a triunghiului A'B'0' este dată de relația 
28" — A'B' - A0 + A'O' - AB = c'a + b'a, 
EEEE < az 4 
S' =ab' = i5 
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2, Notäm cu a, b, 6, A, B, C si, 8 laturile, igiena 5 şi 
aria, triunghiului dat ABC; fie a,b,o', A',B,0' şi 8' laturile, 
unghiurile și aria triunghiului 4'B'0. 
` Triunghiurile B'A'0' şi OCA'B sînt asemenea pentru că au 
bazele paralele prin construcţie ; Poraa că unghiurile lor sînt 
respectiv egale, adică 

 XA'0B = xBb', x A'BO = qx 0. 
Însă A'0 fiind dusă perpendicular pe CA, unghiurile B' şi O -> 
„sînt complementare, deci X B’ = 90”— 0; la fel, A'B fiind 
zică pe BA, 2e = 90°— XB (fig. 59). 


Fig. 59 


În triunghiul OA'B cunoseind unghiurile din C şi B, 
deducem. pentru unghiul A’ valoarea 
© XA = 1800— xB'— 0 = XB + X 0 = 1809— qA. 
În triunghiul dreptunghi ABO’, unghiurile din A şi 0' 
fiind complementare, X BAO’ = q& 'B, gio o 
BO' =c¢ctg B, 0 = AC cos B. 
Ia fel, din triunghiul dreptunghi A0B' rezultă 
x 0CAB' = x0 şi 
0B' = btg0, b=AB'cos0. 
n triunghiul oarecare 0A'B, teorema sinusurilor dă 


N D Á— E ——— 


sin A’ sinB’ sin C* 


— O o D —— 


sin. A cos C Cos B? 
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de unde rezultă l T 
A'B = a cos C- , AQ = 2B. 
Pi sina sin A 
Din formulele de mai sus deducem | 
` A = 180—A4, B' = 90°— C, C =90—B; 


a = B'O = B'A 4 AC = E 4, 
cos C cos B 


b = 0'A' = 0'B + BA' =¢ tg B yoe: 


sin A 


o = 4'B' = A'O + 0B' = 1 L b tg 0. 
„sin 
Pentru a afla aria S’, împărțim triunghiul A'B'0' în 
două triunghiuri AA'B' şi AAO; ; primul are baza A'B' = ¢' şi 
înălțimea AC = b, al doilea are baza A'0' = b' şi înălțimea, 
AB =, deci 


ab cos B ac cos Ci: 


28 =0b + b'e =b tg 0 + +2tgB peoc T 


25. sin A cos B cos C — b? sin Q cos B sin A + 
+ cœ? sin B sin A cos C + ab cos? B cos C + ac cos B cos? C. 


Pentru a găsi pentru aria S' o expresie mai simplă, pornim 
de la teorema sinusurilor, 


de unde deducem 


b sin A = asin B, csin A = asin 0, 
deci 


2 S' sin A cos B cos C=a [b cos B (cos B cos C +sin Bisin 0) + : 
+c cos C (cos B cos C +sin B sin C)]=acos(B—C)(b cos B +e cos 0). 
În sfirgit, să arătăm că 
a cos (B — 0) = b cos B + c cos C. 
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Formula fiind omogehă în raport cu å, b,c, putem înlocui 
aceste laturi prin cantităţi proporționale, de exemplu sin A, ` 
sin B, sin C, iar formula care trebuie” verificată, devine 
sin A (cos B cos C + sin B sin C) = sin B cos B +-sin 0 cos 0 
sau înlocuind sin A prin sin (B + 0), prima parte a identității 
devine 

(sin Bcos 0 + cos B sin C) (cos B cos 0 -+ sin B sin 0) = 
„= sin B cos B (cos? 0 + sin? 0)+ sin O cos0 (sin? B + cos? B) 

egală cu partea doua, sin B cos B +.sin O cos C. 
Avem deci 


28' sin A cos B cos C= a? cos? (B — 0), 
sau, în sfîrşit | 
gr = a2cos2 (B — C) i 
— 2 sin A cos B cos G 


. Ca verificare, pentru cazul triunghiului echilasteral ABC, 
unde a4 =b =¢ şi A=B=0= = 60;, formulele stabilite în 
cazul general devin 


A' = 180° — 60%=— 1205, 
B' = 90° — 60° = 30, 
0" = 900 — 600 = 305, 


, 2a 


a = = 4a, 
. cos 60° 
: j 60° 4a 
b’ = a t 60° a cos Se A 

& T sin 60° VEJ 

a cos a cos 60° 4a 
Q' = a te 60° = -== 3) 

sin 60° e E E Y3 


5 Å ———. 


2 sin 60° cos? 60° "3 


- V.50. Aria unui dreptunghi cate pa, lungimea fiecărei 
diagonale este œ și unghiul dintre ele 2a. 
Un al doilea dreptunghi are aria g’, ningiman fiecărei dia- 
gonale x, unghiul dintre ele 4a. 


+ 
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1. Presupunână cunoscute p şi. a, să se PI 2, sin2a, 
precum şi laturile primului dreptunghi. : 

2. Ce relaţie trebuie să ewiste între p şi q pentry ca unghiul. 
œ 8ă fie egal cu 15° sau cu 30°? 

Soluţie. Fie ABOD primul dreptunghi ; prin ipoteză dia- 
gonalele AC şi BD sînt egale cu w, unghiul 500 = 2a, unde O 
este centrul dreptunghiului, iar 
aria AB-AD = p? (fig. 60). - 

În triunghiul isoscel BOO, 
înălțimea 00' este şi bisectoare, 
rezultă că X ABD = a, iar în 
triunghiul dreptunghi BAD 


AB = geos a, AD = sina, 


iar aria p? a dreptunghiului devine 


Fig. 60 


p? = 02 sin æ cos a. (1) 
Pentru al doilea dreptunghi avem în mod analog, 
| q? = a? sin 2a cos 2a. (2) 
1. Ecuația (1) se mai scrie 
2p? = g? sin 2q, (8) 
iar din ecuaţiile (2) și (3), prin împărţire, deducem 
cos 2g = 2; , 


şi prin urmare, 


sin 2a = Ho, (4) 
p | 
iar din ecuaţia (3) deducem l 
2p? 


Pentru a calcula laturile: primului SFIN calculăm 
mai întîi cos « şi sin a, 


__l+'cos 20 _ 2p? + 4° ; 


„0082 & 
ș 4pă 
= 2 — g2 
sin? « = 1 — cos 2% = 2p q i 
2 4p? 
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aducea: 


Ea 2p + . 
AB =p Jas za | (6) 
i a n 4 
Pi 2p? — È, i 
R Bi 2p? + g? (7) 


Formulele (4), (5), (6), (7) dau valoarea lui sin 2, fun- 
gimea diagonalei AC şi lungimile laturilor AB și AD. 
Dacă unghiul BOC al diagonalelor este egal cu 30, adică 
a = 15, 
| E — cos 2a = cos w= Ë, 
2p? 
adică g = = p? V3 sau 3pt — ¢ = 0. 
Dacă unghiul BOC.al diagonalelor este egal cu o0, adică 
a = 30°, deducem 
e 
; 2p? 
adică p = q şi cele două dreptunghiuri sînt; egale. 


= cos 2g = cos 60° = = 


V.51. Sä se calculeze valoarea expresiei 
34 sin (a + b) cos (a—b) — 13 sin (b + e) cos a —0) — 
EI (pe d a AT re ANEI | 

știind că 
1 


i 2 
= sin 2b =, sin 20 = 
3 


sin 2a = 
| 2 


sil Ge 


Soluţie. Pornim de la formulele 
2in (a + d) cos (a — b) = sin 2a + sin 20 = +2 = 


17 


2 sin (b + 0) cos (b — c) =sin 2b + sin 20 = +3 PATU 
a E, a e 3 1 5 
2 sin (ec + A) cok (c — a) = sin 20 + sin 2a =7 +=: 


 Înmulțim prima ecuaţie cu 34, a doua cu —13, pe a treia 
cu 17 şi le adunăm ; găsim pentru expresia dată valoarea zero. 
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- V.52. Să se rezobe ecuațiile. 


I. tg vtg 22 = 1 
2, tg y tg 3y = 2 — V3. 
3. . 3 tgztg3z + 1=0. 
„Soluţie. 1. Avem tg 2% = e , iar ecuaţia propusă 
devine | N 
? i 2tg? z _ 
1 — tgr g 
sau l T 
3 tg? s = 1, 


de unde deducem 


1 o o 
tgs = tyz: ek 50 + k 180°. 


2. Avem A 
— — tgy+tg2y 
tg 3y = tg (y + 29) = pa 
sau ; 
£ y (3 - tg? y) 
; i tg 3y = — 3te?2y 
iar ecuaţia “propusă devine 
tg? y (3 — tg? y) = (2 — V3) (1 — 3 tg? y) 
sau l 
tei y —3 (3 — V3) tg? y +2 — Y3. = 0, | 
ecuație de gradul al doilea în raport cu tg? y, ale cărei rădăcini 
sînt; 2 


tg? y = 1—4V3 şitg2y =2 + y3. 
Din. prima ecuație deducem 
tgy = + (2 — Y3), y = $ 18° + k 180°, 
iar din ecuația tg? y = 2 + Y3 = 3,73205 deducem 
2 lg tg y = 0,57194, lg tg y = 0,28597, 
y = + 62° 37 56” + k 180°. 
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3. Dacă iiaia tg 3z în funcție de tg z, oayapa propusă 
devine 
3 tg22 (3 — te?e) 4 J siin = 0 
„sau, i i 
tgt 2 — 2 tg? 22 =0 
0) ecuație dă gradul al doilea n raport cu ig22, cu o rădăcină 


pozitivă şi alta. negativă ; ; singură rădăcina pozitivă convine 
_ problemei, 


E TEE E E = a 221 
tg = 1 +y = + 7 = 2,1541, 


2 lg tg z = 0,33339, lg tg z = 0, 16669, 
z = + 55° 44’ T” + k 180°. 


V.53. Un agriòðultor vrea să traseze un drum rectiliniu - 
de la locuința A læ .un hambar B, între acestea fiind un pile 
de arbori care împiedică observațiile directe. El nu are decît un 
dant peniru măsurat lungimile, astfel că nu poate măsura un- 
ghiurile. 

Ce operaţii trigonometrice trebuie să efectueze agricultorul 
pentru ca să determine direcția în care va porni drumul din A şi ` 
să calculeze distanța AB? 

Se presupune că terenul pe care sînt așezați arborii și clă- 
dirile este perfect plan ; alegerea cifrelor este lăsată la latitudinea 
candidaţilor. 

Soluţie. Pentru a determina numai eu lanţul direcția AB, 
agricultorul trebuie să formeze triunghiuri în care să nu mă- 
soare pe teren decît laturle. | 

El construieşte astfel triunghiurile ABC (pentru ilustrarea 
metodei e. ia AC = BC = 30 m) şi ADC (AD =120 m, 
CD = 50 m) din ultimul determinîndu- -se unghiurile « şi O, 
iar din primul, unghiul A (fig. 61). 

Problema revine la următoarea ` ă se determine un punct 
D pe latura BO astfel ca OD? + AD? = 1302. 

Cum (120)? + (50)2 = (130), triunghiul ADC are unghiul D 
drept, deci | 


„50 aa 120 
sin « = —, sin 0 =—;, 
130 130 


a = 22 40, 0 = 61020. 


„Din triunghiul isoscel A0B se obțin unghiurile - 
4 = B = 90 — Ê= 560207. 


Agricultorul fixează apoi din C un punct E pe latura, 

AD, ales astfel ca raza vizuală OE să fie cît mai aproape de 
a pădurice, fără însă a o inter- 
secta (vom alege mai simplu 
CE = AB = 80 m). Cum lun- 
gimile OF şi DE se pot mă- 
sura pe teren (DE = AD— 
— AF = 40 m), unghiul ß se 
calculează din triunghiul 
CODE, i 


A 50 o 40? 
sin B =? B = 38° 40, 


iar unghiul y =A —a=—33"40'. 
triunghiul AFE se 
cunoaşte o latură AE =80 m, 
Fig. 61 precum şi unghiurile alătu- 

rate B = 38°40, y = 3340, 

astfel că lungimea EF se determină prin relația sinusurilor 


AE FF, 
sin (B+y) sin Y, 


. 80 33°40’ 80 -0,354 S 
gp o N E „a: 0O e : 46, 5m. 
„ sin 72°20 0,753 


Pe prelungirea dreptei CE se măsoară lungimea EF = 
= 46,5 m, astfel că dreapta AF este direcția căutată. - 
Distanţa, AB se calculează din triunghiul isoscel 'ACB, 


AB = 2 AC sin = = 260 sin 33°40 = 144 m. 
| u 


_V.54. 1. Să se calculeze cu ajutorul logaritmilor cea mai mică . 
valoare a lui œ dată de relajia 


3 


| cos 56° 33' — 1 
COS g = | ———— ~ * 
y sin 28% 15'+1 


„12. Bă sé rezolve ecuația tg = w + ctg = w; să se exprime 
“vezultatul în grade şi radiani. 
3. Pie AOI un triunghi dreptunghi în, A şi fie B un un punar 


pe latura OI ; se înseamnă AB=1, OB =r, AO = v, 403 = = 0 

__ Bă se scrie relația care există între aceste elemente ; să se deducă a. 

Bă se arate apoi că derivata ui æ în raport cu '0 este egală cu 
IA 


— r=, 


1B 


Soluţie. 1. Pentru a face expresia calculabilă prin loga- 
ritmi, utilizăm formulele cunoscute 


1 + sin « = ea ra), 1 — cos « = 2 sin? 5 


3 


— (i — cos 56°33) — cos Z (1 = cos 5633) sin? 28*16'30” 
CoS 2 = = = em o 
1:+ sin 28°15” sin? 59*7'30” 


“Dar — cos 4 = cos (x — D şi aplicând logaritmii 


le cos (n — a) = Ž (lg sin 28°16'30” + cole sin 5927/3077), 


Ig sin 5907'30” = 1,93364, colg sin 59°07'30” = 0,06636 

i lg sin 28°16'30” = 1,67551 

; | 1, T 4187 
lg cos (x — PA =" „82791, - T — g = iT 42' 47”, 

g = 1320 17’ 13”. 
2. ts = ctgŽv, dar ctezo = te E za 2. ); 
4 8 8 ol 8 

cati devine tgŽ v = tg (z — zo), Dar condiția necesară 


şi suficientă ca două arce să aibă aceeaşi tangentă, este ca suma, 
sau diferenţa lor să fie egală cu un multiplu de r. 


3 5 3 r 
—p +- — >g = kr sau >g —— -+ >r = kr. 
4- +5 8. 4 Sr l 
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Avem prin urmare două grupe de soluţii : CEE Doi sl 
2 = 4 (2k — Dn şi = (2k +1) ; 
în aceste fouale æ este exprimat în radiani. Pentru a avea 


valorile corenppnzatgate în grade utilizăm relația . ~ 
æ grade = 2-4 radiani 
180 


ZE 


æ = (2k —1) 720° şi e = 720°. 


3. În triunghiul ABO avem relația : 
2 = g? + r2 — 2er cos 0 sau g? —2er cos 0 4+- 17? — P = 0 
de unde 
l v = r cos 0 + VP — 1? sin? 0; 
z este funcție implicită de 0, definită de ecuaţia 
x2 — dar cos 0 +172? — B = 0 
de uuue 
2zr sin 0 -> 


fe EIB RL a E A 
2x% — 2r cos 0 
t 


În triunghiul dreptunghi AOI avem 
æ = (IB + r) cos 0, IA = (IB + r)sin 6. 
Expresia 'derivatei z; devine 


, r sin 0 (IB 0 >, IA 
a = — sin 0 (1B+r)cos a pie 
_IBcos 0 


V.55. I. Să se arate că expresia y = A gin æ + B cos g 
se poate pune sub forma y = a sin (x + 4) ; să se calculeze a și 
u prin formule logaritmice. 

Aplicație: A = 535,35, B = 273,55. 

II. Să se verifice identitățile : 


1. 16 cos5 æ = cos 5% + 5 cos 3s + 10 cos v. 
2. 16 sinë x = sin 5g —5 sin 3v + 10 sin x. 


i 


3T4 


TI. Fie 0 un cere dat, AB o coardă. să se arate că pentru 
ca aria segmentului AOB să fie egală cu aria tr iunghiului AOB, 


„trebuie ca: unghiul la centru AOB = u să fie cuprins între 108? 
și 109%. - 


Soluţie. I. Să punem = tg u. Vom avea 


y =A (sin a += cos a) = A sin (2 4- u). 


Deci 
A B 
4 = , u=arctg —. 
cos u A 
Aplicaţie. 

. 273,55- 

tgu =: 

1535,35. 


lg tg W= lg 273,55 + colg 535,35 
lg 273,55 = 2,4370367 
lg 535,35 = 2,7286378 
- colg 535,35 = 3,2713622 
lg tg u = 1,7083989 
i E tg 27°3'50” = I, „1083621 Dp 10” = 520 


T368 - 
p 364 T” 
| 4 0,08” 
Deci u = 217*'3' 57”, 08. 
Să calculăm şi pe | , 
A | 535 


A = = 


a cosu cos 27357” 
lg a = lg 535,35 + colg cos 27° 3 57” 
„1g cos 27° 3' 50” = 1,9496338 D = 108 


p T” — 75,6 
lg cos 27° 3' 57” = 1,9496262 
5 colg cos 27° 3' 57” = 0,0503738 
și ~ lga = 2,7286378 + 0,0503738 = 2,7790116 
şi deci a = 601,19 


y = 601,19 sin (x + 27° 8' 57,08). 
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II. 1; Plecînd de la prima parte vom avea: 

16 cos’ x = 4 (2 cos? x)? cos æ = 4 (1 + cos 2%)? cos 2 = 
= 4 cos 4 + 8 cos 20 cos X- 4 Cos? 28 cos w. 

l Pentru a doua se poate serie succesiv : 
`>. cos 5w -+ 5 cos 3% + 10 cos x = (cos 5% + cos æ) + 
+ {cos 32 + cos x) + 4 cos x = 2 cos 3% cos 22 + 
+10 cos 22 cos x -+:4 cos x = 4 cos æ + 8 cos 2% cos æ + 
+ 2 cos 2s (cos x + cos 3%) = 4 cos s + 8 cos 22 cos æ -+ 
+ 4 cos? 2g cos v. 

2. În mod analog se poate verifica și cea de-a doua identi- 
tate. Noi o vom deduce din cea dintîi înlocuind pe vcu E T — a) ‘ 


În adevăr: 


1 1 ; 
cos(5 x — a) = sin %; cos5 (3 n 2) = sin 5%; 


cos 8(-- x — a) = — sin 3%, 
Deci | 
16 sinë a = sin 52 — 5 sin 32 + 10 sin v. 
III. 
i m. ru 
Ñ 40B Ta. SIN u Soaca = Ei 


2 2 gi 
Saos m a Eea =k 
Deci avem ecuația 
rîsinu __ ru sinu 
2 a 2 
sau 
f (u) = 2 sin u — u = 0. 


f (0) =0, H$ 7)> 0, f(m) <0. 


Nu există nici o rădăcină %4 >na ecuației fu) = = 0, 
căci sin u < 1 şi deci vom avea întotdeauna 


f (ua) = 2 SIN Ui — 44 <0. 
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- Derivata f' (u) = 2 cos u este. o funcţie continuă în insati 
valul (0 x) anulindu-se pentru singura valoare u = Zr. „Curba 


reprezentativă a funcţiei y = f(u), plecînd deci de la valoarea 

inițială 0 va crește pînă în punctul de abacisă u = > m, în care 

va prezenta un maxim şi apoi va descrește, anulindu-se 
o singură dată în intervalul Ea Ty n). | 


Să arătăm că rădăcina ecuației f (u) = 0, a cărei existenţă 
am probat-o, este cuprinsă între arcul de 108° şi arcul de 109°, 
adică între ——— Am, îi 21007 

180 180 

Va fi suficient să arătăm că pentru aceste valori f (u) ia 

- semne contrarii. 


Tabelele liniilor trigonometrice naturale ne dau 


sin 108 = sin 72° = 0,951; 2 sin 108° = 1,902; 
sin 109° = sin 71° = 0,946; 2 sin 109° = 1,892. 


“Deci 


1087) _ (6r) _ my en 
| | in = 1 ($) = 4 (0,6 x) = 1,902 1,884 > 0, 


109r | i A 
| 7 ) = 1,892 — 1,902 < 0. | 


VI. 
GEOMETRIE ANALITICĂ 


VI.1. Pie ArT de ame perpendiculare Oz, 0, y şi punctele 
A (a, 0), A' (—a, 0), M (a, 6); se cere: 

1. ecuația A cului T care trece prin aceste trei puncte ; 

2, ecuația tangeniei în M la T şi locul geomelrie descris 
de M, ştiind 'că această tangentă trece prin punctul fie C (e, 0); 

3, locul geometric descris de M , ştiind că drepiele. MA 
şi MA! taie axa Oy în B şi B' așa fel că mijlocul segmentului BB’ 
coincide cu punctul fix D (0, b). 

Solutie. 1. Punctele A şi A' fiind simetrice în raport 
cu Oy, centrul lui T se găseşte pe Oy ; fie (0, u) coordonatele lui ; 
ecuaţia, cercului este 

æ? y? — 2uy +v = 0. 
Scriem că punctele M yi A (deci și A’) se găsesc pe cerc 
2 + B? — 2uB +o =0, @ +v =0, 
(02 + B? — a?) , 
g ? 


p=— 02, 2u = 


ecuația cercului I este 
B (x? + y? — a) — y («? + p? — a) = 0. 


. Ecuația tangentei în M (a, 6) la cere se deduce din 
ak. cercului prin dedublare, 


26 (za + yp — a) — (y + B) (a? + B? — a?) = 0. 
Prin ipoteză, această dreaptă trece prin. punctul C (e, 0) 


2B («6 — a?) — B (a? + B? — a?) = 0. 


B = 0 şi a? 4 B? — 2a0 +a? = 0. 


Soluţia B = 0 nu convine pentru că altfel W s-ar găsi 
pe Ov și cercul I, care ar trece prin- trei puncte coliniare 


deci 


sau 
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s 


: we i t 


`~ 


“at, A; a, 8 ar iana la o dreaptă ; rămîne pentru locul emeni 

. descris de punctul M, cercul C, cu centrul în punctul (c, 0), 
„a2 B? — 2%¢ + a? = 0 sau z? y? — er + a” = O. 
Observaţie. Dacă însemnăm 


E | Ai e T. u=6 
p 


ecuațiile. cercurilor T şi C se scriu : : 
D) 23 + y? — 23y — 020; (C) z? + y? — 2uz + e= 0 


și ele sînt ortogonale, pentru că razele MI şi MC, în punctul lor de intersecție 
M, sînt perpendiculare. Această proprietate este adevărată oricare ar fi A, adică 
punctul M ales în plan, şi oricare ar fi u, adică punctul C ales pe Ox. Dacă dăm 


' parametrilor A şi u, valori numerice arbitrare, obținem o infinitate de cercuri T 


şi o infinitate de cercuri C; ele formează o rețea ortogonală, adică fiecare cerc 
dintr-o familie taie ortogonal toate cercurile din cealaltă familie. 

` ‘Cercurile I trec prin punctele Aşi A”; cercurile C nu taie axa Oy, deci un 
„cerc C este sau la dreapta axei Oy și atunci punctul A este interior lui, sau la stinga 
axei Oy cind punctul A? este interior lui. 


3. Ecuația dreptei MA este y = t>o, ea taie axa Oy 


LX — a 
în punctul B, de coordonate 2 = 0, Yy = — si schimbînd 
i i 
«+a. 
Mijlocul segmentului BB' are coordonatele date de sistemul 


pe a în —a, avem coordonatele lui B, s = 0, y = 


` EE E TE E A 


«— a at-a 


[Se] 


deci 


li 


î. Prin ipoteză acest punct coincide cu punctul fix D (0, b), 
adică | 


y = 8 
(2 — 2 ? 
care se mai serie 
i ; b b ; 
i B —b = —— « sau y — b= — gr. 


Locul geometric descris de M este o parabolă, cu vîrful 


„în D, care trece prin punctele A şi A’, este simetrică în raport 
cu Oy şi are concavitatea îndreptată către y negativ dacă b > 0. 


~ , 
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Dacă facea o translație & axelor de coordonate: aşa fel ca`noua 
origine să fie în D, adică y — b = Y, x = X, ecuaţia parabolei - 
în raport cu noul sistem DXY este Y = — 2 %2, 
a , 
Ea este tangentă în D la axa DX, iar focarul ei are coor- 


donatele X = 0, Y = E . 


VI.2. Se dau două axe rectangulare, Ox, Oy şi prin punctele : 
O (0,0), A (2a, 0), B (0, 2b) se duce un cerc: 

1. Se va scrie ecuația acestui cerc; 
Se duce bisectoarea OC a unghiului BOA : 

2. Se va scrie ecuaţia acestei drepte OC; 

3. Se vor calcula ide punctului C, unde biseo- 
toarea taie cercul: 00, = à, 00a = Co 

Din punctul O se e 0 perpendiculară CD pe aitopla AB: 

4. Se dor scrie ecuațiile dreptelor AB şi OD; . , 

5. Se vor calcula coordonatele punctului D; 

6. Se va arăta că punctele C,, D, 0, sînt în linie dreaptă. 


Fig. 62 


Soluţie. 1. Unghiul AOB fiind drept, 4 AB este un diametru 
al cercului (fig. 62), deci ecuaţia cercului este 


(x — 2a) (2 — 0) + (y — 0) (y — 2b) = 0, 
sau 
æ? + y? — 2a3 — 2by =0. 


pentru că în general fiind date două puncte P (2 Y), Q (a Ya), 
ecuaţia cercului de diametrul PQ este 


(2 — a) (2 — s) + (Y — Y) (Y — Y) =0. 
2. Bisectoarea OC a unghiului 20y este y =. 
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3, Ouoidlanatele punotulni: de : intersecție dintre cere: şi 
= bisectoarea OC se obțin rezolvind sistemul g 


g? -+ y? — 2aw — 2by = 0, y = g, 
sau 
2w? — 2w (a + b) = 0, y = 9; 
obţinem două puncte 
O(2=0,y=0) şi Gili ai aa ei): 


Dacă: 0, (0, 0) şi 0, (0, ca) sînt proiecţiile punctului O pe 
axele de ic aici (Ci, Ca) sînt coordonatele lui C,. adică 


= 4& + b, Ca=a+hd. 
4. Ecuația äreptei - AB este (2a și 2b sînt coordonatele ei 
la orige) 
| a + Laors 
sau ERF 
Coeficientul unghiular al dreptei AB este 
. i 
m = — — , 
-a 


- iar dreapta CD, fiind perpendiculară, pe AB, are coeficientul 
 TAEMWAT 


Dreapta CD trece prin punctul C şi are coeficientul un- 
ghiular m'; ecuaţia ei este 
© y— (a+b) =7 (2 —a— b) 
sau 
aw — by — aè + b? = 0. 


5. Coozdonatele punctului D se obţin rezolvând Mateen 
format de ecuațiile dreptelor AB şi CD | 


bx +- ay — 2ab = 0, aw — by — a? + b? = 0. 
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si se obţine g = 4, y = b, adică punctul D onai cu central ai 


cercului AOB,- l 
6. Pentru a arăta că punetele Cu D, C, sînt coliniare, 
scriem ecuația dreptei C, C, : 


T y 
—1=04 
ra la pp n 


sau | 
æ +y —a—b=Q. 


Această ecuație este verificată de coordonatele (a, b) ale- 
punctului D, deci D se găseşte pe dreapta C, Oa 

Dreapta C,D0, este dreapta lui Simson a punctului O, 
în raport cu triunghiul AOB. 

În general, dacă într-un cere dat se consideră un triunghi . 
înscris oarecare: ABC gi dacă M este un punct oarecare al 
cercului, proiecţiile «, B, y ale punctului M pe laturile BC, 
„OA, AB, sînt coliniare, iar dreapta afy se numește dreapta lui 
Simson a punctului M faţă de triunghiul ABO. 


Observație. Problema poate fi generalizată în felul următor : prin 
origine ducem o dreaptă oarecare OE, de ecuaţie y=kr, care taie cercul în punc- 
tul O și în punctul E de coordonate 


ie aa A), EET A 
1 +k 14k, 


Punctul E se proiectează pe axele de coordonate în E, şi E,, iar pe dreapta AB 
în punctul F. Ecuația dreptei EF este 
| — kD 
az — by — pe = 0, 
1+ 

iar coordonatele punctului F sînt 

| | 2a 2K? b 
y 


Ecuația dreptei EE, este | 
l ke (1 + %2) + y (1 + k?) — 2k (a + kb) = 0; 
ea este verificată de coordonatele punctului F, deci punctele E, F, E, sint coliniare 


şi dreapta E,FE, este dreapta lui Simson a punctului E faţă de triunghiul AOE. - 
Enunţul dat corespunde la cazul particular k = 1. 


VI.3. Pocarul unei elipse este focarul comun a două para- 
, bole ale căror vârfuri sînt extremităţile axei mari. Săse afle unghiul 
sub care aceste parabole se taie între ele şi să se calculeze distanta 
între cele două puncte de intersecţie. 
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= + 


ST pd 


 Soluţie. Fie 0 a dai AA'= — 2a, BB! 2a 2b, FF = 
i = 20 axa mare, axa mică, distanța - focală a. elipsei, 'D şi E 


ră simatricele punctului F faţă de A şi A’ respectiv. 


Vom lua ca, axe de coordonate axele de simetrie ale elipsei. 


„Observăm că OD = OA + PA = 2a —c, OE = 0A' 4+ FA' = 


= 2a 40e. 
Ecuațiile directoarelor celor: două parabole sînt 


æ ='2a — 6, g= — (2a +e) ' 


Ecuațiile celor două parabole se găsesc aplicînd însăşi 


` definiția parabolei. Ele sînt 


(2 — 0)? + y? =(0—2a + ch, (x — 0)? + y? = (x + 2a + 0)’. 
Făcînd calculele, cele două ecuaţii se scriu mai aapi 
astfel 
y? = 4 (0 — a) (2 — a), y? =4 (€ + a) (® + a). 


Sä găsim punctele de intersecţie. Ecuația care dă abscisele 
punctelor de intersecție este (c — a) (x — a) = (e + a) (x + a) 


-- care admite rădăcina 4 = — e, deci cele două puncte de inter- 


- secţie ale parabolelor se află pe paralela dusă prin focarul F” al 

elipsei la axa mică, Făcînd v = — c în una din ecuaţiile celor 

două parabole, găsim y? = 4(—c—a) (c — a) = 4 (aè — ¢?) = 

= 4b?, deci y = + 2b. Aşa dar distanţa între cele două puncte 

„de intersecție este egală cu 4b, adică cu îndoitul axei mici. 

A Să aflăm unghiul sub care se taie cele două parabole. 
Derivatele lui y pentru punctul de ordonată pozitivă sînt 


y (—0) = — || 
nio = + 


Avem y; (—0)y, (—0) +1 =0, deci parabolele se taie 
: sub unghi drept. 
i Fie M unul din punctele de intersecţie ale parabolelor, 

Tı, T intersecțiile cu axa mare ale tangentelor în M la cele 
două parabole, Q, R proiecţiile lui M pe directoarele parabo- 
lelory iar F” proiecția lui M. pe axa mare a elipsei. 

Se ştie că M T, şi MT, sînt bisectoarele interne ale unghiu- 

iilor FMQ, FMR. Cum aceste id au sînt, adiacente supli- 
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ET TC rezultă că ; M 7, M T, s sint Asie tă ale donă 
parabole se taie sub unghi drept. 
- Deoarece MQ = MR = MEF, rezultă că P'D = PB. pooo 
Dar DE = 0D + 0E = (2a — c) + (2a + 0) = 4a. Deci 
F”D = 2a. | l ; | 
F”D = FO + OD, adică 2a = F” O + 2a — e, F”O = e. 


TȚinînd seama şi de semne, deducem că punctul F” se con- 
fundă cu F’, deci parabolele se taie pe paralela dusă din F la 
axa mică. 

Se mai ştie că AT, = AF” şi A'T, = A' F’, deci 


F'T, = 2 (a + 6) F'T, = 2 (a — 0). 
În triunghiul dreptunghi MT, T, avem 
MF" = F'T, xX F'T, sau MP2 = 4 (a?—0?) = 4b?, 
MEF” = 2b. 


- Parabolele avînd aceeași axă de simetrie, distanța dintre 
punctele lor comune este deci 2 x 2b = 4b, adică de două ori 
axa mică a elipsei. 

Proprietatea de ortoganalitate a celor două parabole 
este, cum se ştie, o proprietate care aparține tuturor conicelor 


omofocale. Cele două parabole au focarul comun F şi al doilea | 


focar comun la infinit în direcția axei mari. Ele se taie deci 
ortogonal. 


VI.4. Se dă parabola y2? = 2x și dreapta y = 1. Dintr-un 
punct al acestei drepte se duc normale la parabolă. Să se discute 
realitatea lor. 


Soluţie. Fie M (a, 1) un punct pe dreapta y = 1, iar So Yo - 
coordonatele piciorului uneia din normalele duse din M la 
parabolă, deci y3 = 2. Ecuația normalei în panetu (2o Yo) 
la parabolă este 
Y — Yo = — Yo (8 — To), Sau Yo B + Y—Yo — Bo Yo = 0. 
Scriem că această normală trece prin M 

Yo + 1 — Yo —'To Yo = 0. 

2 

Înlocuind în această ecuaţie z, = = , avem 

Yo — 2 (a — 1) Ya —2=0 
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R =- 


. Jy: éste. it: w o. pda i -de m al treilea, deci oxistă trei 
nòrmale din M -là parabolă. Aceste. trei normale “vor fi toate ` zi 
„reale cînd ectiaţia precedentă va avea toate rădăcinile reale 

_4o-rădăcină este totdeauna reală, deci una din normale este 
\ totdeauna reală). Pentru. ca ecuatia. să aibă cele trei rădăcini 

` reale, se ştie că trebuie să fie îndeplinită condiția 4[—2(0—1)4+ 
` + 27 (28 < 0, care dezvoltată. se mai scrie —8 Se — 1) +? 

+ 27: < 0; 


Ta (e> 1p — 3] [aÇ a = 1)? + 6 (2 —1) + 91> 0, ` 
A rai (4a? — 2a +1) > 0. 


Parantez a da este totdeauna pozitivă, Ju rămîne ` 
i a > 2, "Dacă, a = za avem o rădăcină dublă, deci donă 
te normale sînt confundate. i 


-VI 5. Intr- -UN . Dind M al unei par abole | se iici tangenta | 
i: se uneşte M cu vârful A al parabolei. Se cere : 
Baii 23 : F. Să se găsească -o relaţie simplă între liniile trigonome- 
A E irice ale unghiurilor -pe- care ateste drepte le fac cu awa parabolei. 
e A '2. Să: se studieze variaţia unghiului format de aceste drepte 
daterminându-se pünctul unde el este mawim, sau minim. 
Solutie. 1. Fie y? — 2ps = 0, a şi B unghiurile pe care 
tangenta în M şi dreapta AM le” forimează cu axa parabolei, 
iar. V unghiul format de cele două drepte. z 


„Avem tg a = tg p = 2. De aici deducem IE A 
To E 


Yo= p te a, D= pote « ctg B: 
- , .' Ënloouind în relația Yo — 2P2 = 0, avem `. 
Pole? „a — 2p” ctg a ctg B = 0, sau meani 
sau tgp = 2 tg a. E ist 


a Araia relație simplă se poate stabili: şi pur: suo. 
a A Fie T intersecţia tangentei în M cu axa, iar N proiecția lui 
g M pe axă. Dreapta MN-este, evident, polara lui T față de:para- 
. bolă. Punctul A și cu punctul de la infinit al axei sînt deci con- - 
. jugate armonic față de punctele T și N, adică AN = AT,- 


$5 — Culegere de probleme 


proprietate oaziosaută. în - triunghiurile üreptimghico MNA, . 
MN T avem ` 0 | | 
_ MN i MN a 
= — , t = — 
te 6 ga NT 2AN — 2 teb | 
- deci N 
tg B = 2 tg a. 


2. Să caleulăm a ral V prin ii lui, apoi să-i 
amden variaţia. Avem .. l 


tg V =tg (B— _ip-ue _ iue- Trage 
Ss e ($ x)= 1 + tgb tga  Irate tea „14 gta E 


Tomata derivata, ANNIE ONE Aa 
CORTA 2 1 — 2 tg2 
(eY ) (1 + 2 tg? a)? cos? a 
Derivata se anulează pentru tg a = Zi T tgo = a d iz 


a = 1449307, 4: = 35°30" aproximativ (am. ad arce mai mici 
decât 180%). - | 


„Pentru prima; valoare. avem un minim, te VA = — É; ] 

V = = 160030 aproximativ ; pentru a doua valoare avem un 
. masina, tg V = „la. B4 = 1930 aproximătiv. Minimul Gores- 
punde punctului u (p, — p V2} i iar maximul corespunde pune- i 
tului Ma (pp ya). = | 


VI.6. Se dă o par abolă ; prin simetriçul I al vârfului O 


în raport cu. directoarea, se duce o dreaptă care taie parabola — a 


în A şi B. Să se aratecă normalele îm A și B se întîlnesc. într-un 
punct O al parabolei. 

. Prin.0 se duce perpendiculara pe axă, care o întâlneşte : 
în D. Să se determine înclinarea dreptei IAB, astfel ca raportul 
volumelor născute" prin învâriirea tr iunghiurilor OAB şi 000.4 în 

- jurul amei să fie constant. 
~. -  Soluție. “Fie y? — 2p = 0 ecuația parabolei ; - i aid A a 

(3; Ya) coordonatele punctelor A şi-B. Coordonatele lui. L sînt ps 


` @=— p, =0. 
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Bi 


“deci 


A e ui bir - 


- Bonaţiile 1 mainile îi A: gi. B i parabolă sint 


me ahy- n= 


“Coordonatele punctului C se află rezolvînd acest sistem. 
Se găsese valorile următoare - ` 


pi i 9 ya 


N 


- a 


U). 


Punctele Aşi B fiind pe parabolž, avem Ej = 2925 


y = 290 iar coordonatele lui: O devin 


H e + ya+-YW + 2p 


p 


3 3 Y = =A Ye € 
p 
'Scriem că, inecat I, A B sînt PI e: 
l a ml y 
> Val = 0, 
—p 0 1 


2p? (Y2 =t A Ya (Yı — Ya) = 0, YW = 2p 


Pe baza ultimei relații, coordonatele lui 0 capătă forma 


ci a a 
l ga Ua +U Y 


2p = (7, + Ya) - 


` Se vede că y? — 2p = 0, deci punctul O se află: pe parabolă. 
` Suprafaţa rezultată din: învirtirea, segmentului AB în jurul 
axei are expresia S (AB) = nAB (yı + Ya). 


„ Voumul rezultat din rotirea triunghiului 0AB are expresia 


v (04B) = -— = n4B (ga + Ye) d 


E, fiind distanța Panctului O la „dreapta AB, 


d- Do ahoi _ aleg Tan 
aa u è 4B 


Y (04B) - =r 7 TA i m) (an - = ap): 


= 


Volumul rezultat; din rotirea  iinngăiului 005 în. jurul i 
axei arè expresia 


z 


Y(00Dy = 200 x 0D SR mtor Mi 


` Bonajia pr oblemei este ` 
i 
Sn (Y + Ya) (2, Ya — zi zi 1) = mage 
T = constant. Simpliticînă obţinem. . | "fa S A 
2p (a ya — zii] = k (yr + Ya)? - Bau Ya Va Y M ~= met Micle îi 
-Ea ; : 
2p? (Yı — Ya) = -k (7 + Y2)3, deoarece am văzut că Yı Ya = ap. 
Coeficientul unghiular al. dreptei IAB este. l 


> hat hi 
- Însemnind Yı si Ya = u, avem ecuația: 
2p? a — Ya) = ku, sau „47 A — Y2)? = k?us, 
sau - 
dpt cu, + Ya)? — 4 Ya]. = Rus, keus = sprt +32 p =0. 
 Punind ù? = v, avem o ecuație -de gradul -; al treilea 
Z 295 — dpi + 32p° = 0. 
Această ecuație în v admite o rădăcină negativă; care 


„Du este „acceptabilă deoarece în. acest caz u este imaginar. 


Ecuația prezintă două. variaţii deci are. două sau, nicio rădă- . 
cină pozitivă. Pentru ca ecuaţia să aibă toate rădăcinile. reale 
(şi atunci două sînt pozitive cu siguranţă) trebuie ca 


4pt 32p 8 x 32p3  27x82pt => 

4 2 (aci da a S $ 
- S Iann 
sari 27 < 0, ——Ż <k 

Sea +4 X21<0,. ra SS “are: 

Deoarece k ghu un număr pozitiv reținem numai k < == JE 


Dacă această condiție este îndeplinită, atunci ecuația în v are 


o rădăcină negativă Aneaceeptabilă) şi două pozitive, cărora. `, 


de corenpina peen rădăcini pentru u, două cîte două egale Şi 
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Li 


 diei descriu deci curba. 
sau. 


` _ care este o parabolă cu foca- 


ii doua a problemei. Deoarece 


de: semne: contrarii, - Ten deci patru” valori: A DN % adică | 
„patru poziţii. pentru 'secanta IAB, două, cîte. două simetrice ă 
„faţă “de axa parabolei. - 


VI.7. Să se sorie cotiajia generală a 'oerourilor « care trec 
prin: origine; să se titeiul locul - bitul sau lor în următoarele 
două. cazuri : : D 


`~ I. Oercurile să: tangente dreptei g =, 


. 2. Mamgeniele la ' cercurile din familie, duse din punctul 
A (a, 0) sînt perpendiculare. - - SEn 
l a Ecuația generală a cercurilor care trec prin ori- o 
gine este . 
2 + y? — 2w — 2y = 0. 
“Pentru a serie că aceste cercuri sînt- tangente dreptei 

8 — a = 0, vom serie că distanţa de la centrul Z («, 6) al unui 

cere din familie la, această decapiă este egală cu raza cercului, 

adioa 

& — a = =y F ø + Bă. 


E A - Ridiotnă la pătrat această ecuație, obţinem 


a? + B? = (a — a. 
Centrele cercurilor fami- 


aÊ uE y? = (e — a}, 
y? t a (22 - — a) = 0, 


zul A 0. și directoarea -. 
aa =0,. 


~ 


"Să trecem la Dwa: a 


tangentele din A (a, 0) Ja. 
cercurilé familiei (fig. 63) stat ` son yi 
perpendicúlare, rezultă- că F g. 63 
patrulaterul ; format de punc- ` l 
tele A, I şi punctele de contact dite un pätrat, “dëi puterea; 
„punctului A faţă de un. cere, al familiei este egală cu TEAN 
„zazei acelui cere, adică 5 
; a? — 2aa = aè fe. : 
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Local: geometrie al. centrelor. cercurilor este deci în acest, 


dus cercul Se - _ 
a? + y? + Zam — af = 0, - E 


care are , drept centru punctul A’ (—a, 0), simetrien] Mui A Q 0) : 


. față de origine, şi raza « V2. 


>. Koluție geometrică. Centrul I al unii cere al fami- 


„lei fiind la aceeaşi distanţă de punctul fix O şi de dreapta. 


æ — a = 0, care de asemenea este fixă, el descrie parabola care 


“are ca. focar ` originea şi ca directoare dreapta w —a = 0. . Ri 
Pentru partea a doua a problemei, observăm că aplicînid 4 


-teorema medianei la triunghiul IAA’, avem > 


A'I + 14t = 200 $ aa E 


Sau - l aA 

A' P + IA? = or + 2a. Sa 
Dar OI este latură patratum a cărui diagonală este IA, 
deci 


Or = 14. 5 . E i aa 


y2 ` 
Relația precedentă se serie deci 


A'I? + IA? = IA? + 202, A' T? = 20°, A' I = PA = constant. > 
Deci punetul I descrie în a doua, ipoteză cercul cu centrul 


A' şi raza a V2. 


`~ 


se duce tangenta care întâlneşte din nou aas în punctul. M’, 
se notează cu m şi m coeficienții unghiulari at tangentelor 


în M şi M' „a curbă. Să se determine daoni de pe curba Bene, 


care avem Z — > — 3. 
m 


„ Soluţie. Derivata lui y este y” =2 


22 şi se D pentru 
g = 2. j 


3 Scrisă sub forma y =p he se vede că y < o- „portra x. 
0 FL] <2 şi y'>0 pentru . <o sau a>? y. deci pentra 


e = 2, y = — = este un minim. 
4 


ago 


VLB. În primatul M al curbei y =£, de abscisă w =. ps o 


`. Gurba. taie axa 0o în in la de abaoisă, 1 şi admite axele- i 
: a coordonate ca anite pentru. că y = = 0 pontra. 2 = E do - 


şi-2=0 pentru y. = 5 


Derivata- 2 doua y” agt 
„care dă un punct de. infleziune al curbei. £: 
” Ooordonatële punctului M sint v = à y = 1A , iar 


i coeficiéntul a al tangentei la curbă în punctul M este- 


deci Sala: tangentei în M este 
32A, 
A2 


m = y’ A = 


28 . 


taag zsa y= (3 = 2)£-+ 


re 


“Pentru a afla oaniofintala punctului i, ', tăiem onrba cu 


| Sopanta dreaptă şi ecuația S este 


1—z E ră, 
z3 ` P. - 28 


aa (3 - Sa Si. J Map — A? = O 
` Această ecuaţie admite rădăcina dublă 2 = x care cores- 


sau - 


. punde punctùlui M, şi rădăcina simplă v = %, care corespunde 


îi Dornas, M'.: Produsul rădăcinilor gonafiei este 


2 28- 
AR = — » deci a, = . 
A2? —-2 


Ordonata 1 Jı a lui M' este 
A — 2, 


-Yı = pla) Sian —2 
zi 


, 1 


M'. este 


T e ESER EA 
= rul i) (e pă. 
- Condiţia = > —3 devine . Ea a e e 


4 A) (à= 2) > -3 sau ETTIRDI 


adică 1 <A < 5. Condiția = — Apă — 3 este deci. verificată | 
pentru punctele curbei care aa absoisele cuprinse. intre. 1 şi 5o 
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2 se E PRR pentru: 2 = 3, | 


- Coeficientul angulir m' al tangentei la anik în punctul 


T . d : 


ca 


VLS.. Taie cere fin O! ou raza 2r se duce; diametrul 
| AB; um 'cero mobil are raza r şi centrul. săw O descrie dreapta 

Y = y. Să se afle locul geometrie descris :de :punetuil: P, intersecţia: 
coardei „Comune celor două cercuri. cur perpendiculara dusă din 
. „0 pe diamėtril -AB (fig. 64). 


abscisa punctului O; ecuația. 
„cercului mobil este `- -` 


(p= a} +4- = | 


è 


sau `“ ' | 
Pre 210: — my = 0. 
Axa vadicală, adică coarda, 


=- comună, æ celor două cercuri 
are ecuaţia i . 


200 + ary — 304020 


T „șia fost dedusă din ecuaţiile 
Ta, 64 celor două cercuri prin 80ă- 

© dere membru cu membru. .. 

Coordonatele z giy ale punctului P verifică ecuaţiile” 


s=) gi 230 + 2ry = À? — 4r? = 0, 


iar locul geometric descris 'de punctul P se obține prin elimi- 
. narea paramotmlni: variabil A. între . aceste donă ecuaţii; 'se 


aa găseşte a e 


tmy- ios sau r» a] {y aa oar 


care reprezingă parabola cu focarul i în F (o, 2) şi directoarea l 


aN 


J =Ë ; ca aro! vintul în D și taie axa Oa în A și B. 


VL 10. Se dă hiperbola echilateră ‘x? — y? = 72, în planul 
sOy, și se duce o dreaptă variabilă, paralelă cu -ava Oa și care 
îniilmeşte. hiperbola în două puncte À. şi B. Umindu-se B cu P 


Soluție. Ecuatia cercului. | 
"0 este g? -+ y? = 4r?; fi X 


şi A cu O (P fiind vîrful hiperbotet) aceste două drepte se îmtil- ae 
70888. în punotul M.. 


1. Să se arate că locul geometric aL punctului 3 A ste 0 lipsă 
du ‘üwele- pir alala cu acele de coordonate. © >- 4 


$92 


PE ai 


e “a: Să se: : oomatrițiască olipăa: deieyminindu-i: -se ` centr ud și 


wrfutile gi. să. se VOnstăă: ää această elipsă. este tangentă interior 
cercului cu centrul în originé şi de rază r. ` n 
28. Uning A cu Q siB owQ (Q fiind celălalt vârf al hiperbolėi), 


` aceète două drepte se întâlnesc în punctul N. Să se arate că locul 


geometric al punctului N este o “lipsă egală, cu prima şi simetr că ` 

față de. Oy. i 
4, Antie aceste dipi găsindu-se în inieriorul veroului de 

rază r, să se afle aria cercului exterioară, elipselor. i 


Soluţie. Fie y=) ecuaţia dreptei variabile A.B.  Ooordo- să 


natele punctelor. A şi B sînt soluţiile sistemului y = = % 
ai = “y? = r2. Rezolviîndu-l găsim 


AVEF R, à); B(- VER, 1). 


di “Coordonatele virturilor P, Q. ale hiperbolei sînt P (r, O), 

; 4 —r, 0). Ecuațiile dreptelor BP şi AO sînt respectiv ` 

AL 
A E + VF X)y — xr. =0, y mă 0-20 
“Locul geometric al punotuly Muse află. eliminînd - pe A 

într aceste: două ecuaţii. a 
oi Eliminarea. se poate face în nodul armător : rezolvind. 
sistemul format de cele. două ecuaţii, în raport cu àgi y PAPE, 
dedueem o. 


pu E = RR 
si : N ia 22 
` Biiminarea lui A intre aceste două ecuaţii se fac acum 
uimaideett. Se ridică ambii membri ai acestor ecuaţii la pătrat 
. Şi sé înlocuieşte în. a:doua X? cu valoarea scoasă din prima 
l dinu Se giseale | | 


= mp — 


Da -- aa 
z m CE ez 20p 


| Boti ra Ye = 0: 

Locul punctului M este această elipsă; ; pentru a-i deterinina 
| centrul şi axele, vom face descompunerea, în pătrate a 

R 


| sete +eco sau ; J Ea 
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e logat DN, e NE 
S Spa e 
E T7 PET: E r 2—1=0. l 
a ea 
Sub această formă se vede că elipsa are centrul în punctul. 


. de coordonate z=2, yY =0, adică punctul care împarte : 


segmentul OP îi: raportul =. . Semiaxele elipsei sînt a şi 


r 
Blipsa este, evident, tangentă în P hiperbolei, precum, și 
K md y , . 


cercului v? + y? = 72, rä- 


este aşternută pe Ow, iar : 
„cea mare “este. paralelă. 
. cu Oy ; elipsa este tangentă - 
la bisectoarele axelor de - 
coordonate în punctele 


= E și (2 DEA soti 
a? 5 1:13]... 
(fig. 65). it 
Locul geometrie al 
punctului N este, evident, 
simetrica elipsei prece- 
dente faţă de axa Oy, deoa- - 
Ta a a ` rece punctul N este inter- 
- seoţiă dreptelor AQ şi BO, simetricele dreptelor BP şi 4O- 
faţă de Oy. Această elipsă este deci tangentă interioară în Q 
cercului i . l ; E 


a pyr 


` 


Aria uneia din cele două elipse este 


s=) s 


Aria cercului, exterioară celor două elipse, este 
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' mînînd în interiorul cer- . 
cului. Axa mică a elipsei -. 


AL 11. se dau dou drepte paritete tăiate de d per pendicidară p 


a. pe ele în A şi A'. 
a 1. Prin:A şi A se duc două drepte AM şi i AM care taie. . 


cele două paralele î în B şi B'. Dreptele sînt duse astfel încît pro- 
“dusul AB x A'B' = +4. (Se va lua semnul plus cînd punctele 

B şi B' sînt de-ăceeaşi: parte d hwi A'A gi semnul minus -cînd ` 
punotele B şi- B! sînt de o parte şi de alta a dreptei AAJ a e 
+ Paralela dusă din M la AB taie pe BB' în P. Să se determine 
` locul geometric. al punctului P cînd direcțiile dreptelor AM şi 
A'M variază. 

“se 2. Perpendiculara dusă din. M pe A'A întâlneşte pe AA! ` 
“în O, iar paralela dusă.prim mijlocul O al lui AA' la AM taie pe . 
„AB în Q. Bă se determine punctul M astfel ca să avem 00 +- AQ. =l, 
l_fiind o lungime dată. Se va arăta că. determinarea. hui M 
` depinde. de o ecuaţie de gradul al treilea, în care necunoscută este 
; coeficientul unghiular al dreptei AM. 

3. Se presupune că B şi B’ sînt deo par te şi de alta a dreptei = 
 A4'. Bă se discute natura rădăcinilor ecuaţiei precedente de gradul 
` trei în cazul Darkioulas cînd 2 2 1 este lungimea, A' A.. ca 


Fig. 66 


- ` soluţie. Bă luăm un sistem äe axe avind originea în 4 
T prima dreaptă ca axă v gi pe AA' ca axă y. (fig. 66) 
G „Fie AA' =a. Tanpi R aM, ru M sînt de formi 


„ Rezolvind SP sistem, aflăm n eoordonatelg Mi M 
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~ Ooordoriatele punctelor B, B’ sint'respectiv. - - 


A g Bi o), (2, a). 
Relaţia ABXA'B' = + k devine >. oo; À 
K A a E E N: i 


“Dacă h > o, punctele B,- B’ sînt de o.parte Şi alta a lui IS 


AA'; dacă h <0, petole, B, B' sint de aceeași parte a. 
lui ÀA'. i 
, Paralela din M la AB are  ecnaţia, i, 


y o ; ţ i NE Mut pc La | 
Dreapta - BB are ecuaţia az — 1 Ta = 0, me S 
i . xo MAS S n 5 
sau at € | p O A aas | 
RA n mni — (m +n) y +ma = 0. T (3... 


Locul: geometric al punctului P se află eliminînăd po m i 
şi n între ecuațiile (3), (2), (1). . | 4 
Din (2) rezultă ma = (m — n)y ; (3) deyine 


ma — (m + my + (m = njy = 0, saumna — 2ny ==-0. i 

Simplificind cu nA 0, rămine m = a : -Din (2) rezultă 
z - i . 

g numaidecit n= 212E. a e A ; 

 Ducînd aceste valori în, (1), găsim ETA — a) = hal. Aa i 


„ata, este ecuația locului geometric al.-punctului P. Ea „Lepre- e 


zintă, o curbă de gradul al doilea, avînd pe A.A" ca axă de siine- | 
trie (căci schimbînd v cu —a, ecuaţia nu șe schimbă), trecînd -- 
= prin punctele -A și A'-şi-avînd ca :tangente în aceste puncte . 
: dreptele AB şi A'B’. A doua axă este deci paralela dusă prin 0, sa 3 
- mijlocul lui A:4!, la AB (fig. 67): | 


acă scriem ecuația, precedentă sub' forma ha? - dpi 


+ 4ay = 0, vedem că ea reprezintă: o-elipsă dacă k < 0, adică - 


. dacă punctele -B,B' sînt de aceeaşi pârte a lui AA’ şi o hiperbolä o A 
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dià h> o, ddie dacă minele 5, B. sint; deoparte: şi de- pita 
4 Ei AA. - 


Punctele O şi o au coordonatele o {o =; 0 (o, ma E 
- (punctul O este chiar centrul conicei: precedente). At: 


„ Beitaţia dreptei dusă prin O paralelă cu AM este y — -5 T= mo; 
4 iar e a-ul punotului. Q estie: = — i A 
< Ecuația 00 + AQ =l devine 
4 m=n 2 2m ie. EN media la R 
şi inlocuind pe n din (1), SAT 
m? — h i 2m 2 


Blimminind „mumitorii ` Și ordontnă, obţinem irmătoarea 
E: ; ecuațieta m -- l 


TF (a — Zijm? — am? + h (à + 2 + ah = 0. 


"Dacă a = = iar h En ecuația se reduce ia una de, 
KE gradul al doilea s: g E l ae g > 


r 


— amă 202 ata: + == 0 sau km? — 2am — a=. 


i i “Bealizantul este R=—at + la? >- ô, deci rădăcinile . sint. 
totdeauna reale şi diferite. 


©Ọ b serv a ţi i e. Se poate demonstra că dreapta BB este tangeätă in P- 
Sia conica pe cate o descrie âcest punct? în adevăr vom dovedi că sistemul 
4y (y —,a) = haf, ne r F aa ma 0: . 


are- o radacina dublă. Din a doua. aul z == (m F a) aS mi ` Introductnā l 


mn 

dn prima ` ; S 
: î Poea a aning] 
s E bă g | 


[h (m + na — amè ne) = - 2ma Ih (m „je ñ) — mn?) y: + wh = = o 
: sau ţintna seama că mn = h, | l 
aa aura 2maah m- = mu + arih. 0, Am -ny — ma = o.. 


` > UN 


a 


T a ea an E ag07 


Aşa dar sistemul admite: mun dublă 
ia ma “2a 
z 
m — -r m—n 


= 


Dreapta BB” este deci tangentă la conică în punetul P. 
VI.12. Să se afle rădăcinile ecuației - 
at — 83 F 23%? — 28w +12 = 0. 


Rădăcinile. pozitive, în ordine crescătoare, fiind a, d, ce, d, 


(b = e), se vor lua în planul axelor de coordonate Ox, Oy, punctele Ra 


A (a, 0), B (2,0), O (0; c), D (0, d) şi se vor găsi coordonatele punce- 
tului E de intersecție al dreptelor AD şi BO. 


„Be va arăta apoi că cercurile EAB și EOD trec prin punctul E 
- F, comun cercurilor OAD şi OBO, cer curi care au ca. al doilea m 


punci comum thiar originea. - 


Soluție. Ecuația, se vede uşor, admite rădăcinile, Wu = Ti 
Mp di e, = 3. Punctele A, B, ©, D (fig. 67) au deci SE 


coordonatele Piri 0); B (2,0); - 


o o Q(02); D (0,3). Ecuațiile drep- 
R =- lor” AD şi BO smt- 


3s4+ y—3 = 0; s+y— 2 = 0. 
~ Punctul lor Æ de intersecție 
A acestui sistem, anume. 
COO n 3 
g = a? Y. Ero 
Să găsim ecuaţiile cercu- 


rilor EAB, ECD. Ecuatia gene: 
| rală a unui cere este 


g? + y? + 2u2 + wy -+ w = 0: 
rie 67 Observăm că  — u- repre- 


aie drept coordonate soluţiile i To 


zintă abscisa. centrului cercului . 


HAB, centiu care se află pe mediatoarea. segmentului AB, 


3 . f n z 
deci —u = —. De asemenea w reprezintă puterea, punctului DE 


O faţă de nca cerc, deci w = OA xOB = 2. 
Ecuația devine w? + y? — 3w 4 wy + 2 = 0. Pentru a 
determina şi pe v. „vom scrie că. cârcul trece prin punctul 
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d E g Bi sivom găsi p sa euatia. cercului BAB este deci - 
3 0 4 y? = $w — dy +2 =0.. a (1) 


aR (Am fi. putut determina w, v, w din. ecuația, cercului snd 

_“ de la început că cercul trece prin pünctele A, B , E; calculul 

arfi fost ceva mai lung). 

a o Prin considerații asemäinätoare stabilim ecuația cercului 
"POD. 


CEN. — 2a — öy + 6 = 0 a , (2) 


: Cercùtile OAD şi OBC au ca diametru respectiv pe AD şi 
BO; ecuaţiile lor sînt deci A 


swi) +y 3) = oo 2+yy-2=0 
3a. T i 
w? + y’ -esy = 00y -20 — 2y = 0. 


S : Seäzînd aceste- ecuații avem y = e şi introducînd în. prima. 
A 2g — 49 = 0, deci aj =0; 8 = 2. Cele două cercuri -se 

taie dect în: punctele! 040, 0); H(2, 2). Se verifică acum uşor că . 
_punetul F aparţine şi cercului (1) şi cercului (2). 
=. Problema se pretează şi la o soluţie geometrică intere- 
santă, Vom. demonstra întîi următoarea proprietate : punctul 
E este . mijlocul lui AD. Într-adevăr, aplicind teorema lui 
Menelaus triunghiului OAD, avem 


H28 4 
ED CO BA 


„Dar pe figură se vede că 


deci relaţia lui M enelaus dă. Za — = Eh adică z este. e mijisat. 


lui AD (fig. 68). | 
- » Fie Fa doua intersectie a scrii OAD, OBO, iar z şi 
- E — mijloacele segmentelor AD, BO — centrele lor. Punctual F 
este simetricul lui O față de BO, linia, centrelor celor două 
. cercuri; dar F este EN lui O şi față de K; deoarece triun- 
` ghiul OBO este dreptunghi EA (OF este chiar prima biae- 

“toare a V axolon): Figura O FO este deci un K panet o 
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ră 


| Triunghiurile dreptunghice FAB, Pop -yint atunci agale A 
“căi au 4B = 0D =1; FB = FO = 2. Din. egalitatea lor | 
: reiese PA = FD. Triunghiul AFD este deci dreptunghi isosċcel . 
(x AFD = 90° ca înscris într-un semicerc). Mediana EF este 
` deci înălțime. Observăm acum că patrulaterele ZAPB și DODF 


sînt inscriptibile în cercurile de diametre FA ṣì FD respectiv, -. 


deoarece ~ FEA = X FBA = 90°, x FED = 4 FOD = = 90°. 
Deci cercurile FAB, EOD trec prin pùnctul FP. 

„_ Proprietatea aceasta remarcabilă a cercurilor QAD, OBO; 
EAB, BOD este un caz particular al unei proprietăți mai gene- . 
rale care se enunță în modul următor : dacă se. dau patru drepte ` 
care formează un patrulater complet, atunci cercurile circumser ige 
celor patru triunghiuri, forinate cu cîte trei din cele patru drepte, ` 
trec. prin- acelaşi punct, care se numește punctul lui AM iguel a ~ 

„patrulaterul. 
"i În cazul nostru, cele patru drepte sînt axele de coordonată 
și dreptele AD și BC.. CE 
Această configuratie mai åre încă c o proprietate: pe care o - 
“vom verifica în cazul particular al problemei, anume : centrele . 
celor. patru cercuri de mai sus sînt așezate pe acelaşi cerc ce trece 
prin punctul lui Miguelial patrilaterului. - 

- În cazul de faţă, centrele celor patru: cercuri sînt mijloa- 
„cele segmentelor. AD, BO; FA, FD, adică punctele E, K, I; J.. 

Se observă numaidecit;. că aceste pátra puncte sint asezate pe ` 

cercul de diametru PE + | Sa 


VI. 13. 1. Se dau cercurile g | | : 
+ cal gi, 3 o DB 
a + y? + 2 = = 0, o E a (2) sa À 


-gi fie 0, şi 0, cenir ele lor. O secantă dusă prin or ijine taie curbele | 
respectiv în M, și M; să se scrie ecuaţiile dreptelor M0; și MC. Eh 
2. Să se găsească i locul. geometric al intersecţiei acestor drepte, 

i cînd secanta se roteşte în jurul originei. 


"8. y = 1(2) fiind ecuația. (1) rezolvată în raport cu Y, să. 
se calculeze y'= f (x) şi. să se studieze variaţia acestei. derivate. 


Soluţie. 1. Ecuația (1)-'reprezintă un cerc trecînă: . prin. - 
'origine, avînd centrul 0, (2,0) pe axa Oz. și raza 2; ecuația (2) 
reprezintă un cerc care de: asemenea trece prin origine, are- 
`- ` centrul G( —1;.0) pe Oz şi raza 1. ng două cercuri sinit genie 
„axei Oy (fig. SE) l 


400. 


a ` -Tenaga v unei iai. Găre trece. prin ozigirie esté y = TPF p 


_intersectînd. aceästăsecgntă cu cercurile: 41) și (2), găsim coiordo-. S 


a A Și  maitele. punctelor 1, şi Ma faza: hotat- = =). 


M, (4i Au) Mat 2m SU — a 


Fig. 68 


| “ Bouätiile dreptelor M,C; și M 20, stat ini 
| 7 Ara — (4u + Do + Du = 0, as ul 1) gi aaa | 
„2. Locul geometric al punctului M de intersecție al celor 
- două, drepte se află eliminînd pe A z între aceste două Seal 

"şi | l 


Ta: z 


Ed 


iod valorile w A gi p calculate din primele două 
ecuatii, în Siima relaţie, avem 


aaen A at gt ta 412 = =% 


ka -ooul geometrie al punctului M este deci corel « care are 
OR „_arept centru punctul (—4, 0) şi raza 2. 

pc îi “ Proprietatea, aceasta se poate demonstra foarte frumos și 

. Pó cale geometrică. Într-adevăr, pe figură se vede « că ADENS ` 

00W; 0;0.M; fiind isoscele, avem ` . îi 


= SPA X 040 = = X'0,0M, = =% 00, = XOMO 


Unghiurile alterne inteine-0,M 0; OGM, 0. fiind cepe, reziltă TR 
să razele OaM, 23 0M, sînt parao l | 
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| Fie MI aed dusă din. M la FIE i (AA 0, M. Teiu î 
: :ghiurile asemenea TMO, OMO; ne dau. i 


'IM- IC, 
Poin SED ul IES 
CaM, CG1 
Triunghiurile asemenea IMO}, 0.M,0, ne dau 
po IM _ IG, 
i CM, ‘GC, 
Tmpärțina aceste relații membru cu membr u, avem 
GM, _ IC, 
CMa © IC, 


inna seama că 0,M, = 2; 0.M, =], rezultă i -o 


IC — 9 sau IO, = 210,. 


De aici deducem . 
102+ 030, = 2I0;, IC, = 0,0, = 3. > ca 
Deci triunghiurile asemenea IM Ca 040. sînt egales Ee 
 Bemultă IM = 0,M = 2. 
<- În rezumat, punctul I este fix, căci OI = 00, + oI = 4, 


iar MI = 2 = constant. Deci. locul geometrie al punctului E), Ea 
este cercul cu centrul I (= 4, 0) și.raza 2. E 


Observaţie Am văzut că: Le 


sint conjugate armonic faţă cu sit Ci şi Ca. Punctul O fiind primul 


, deci punctele I 10` 


centrų de asemănare al cercurilor. date, rezultă că 7 este al doilea centru de ase- : 


mănare. Prin Z trec tangentele-comune exterioare ale cercurilor.. 


3. Din (1) deducem y = aari a, deci y' =+ 2e. 


iaza 


= Și să studiem variaţia acestei 


Să însemnăm z= + d 
- Vaz = 


funcții. Observăm că z avînd ata două valori. egale şi de semne. 
contrâre pentru. orice valoare a lui w, este de ajuns să considerăm, 
- de exemplu, numai semnul plus, pentru ca prin simetrie faţă 
cu Os să deducem întreaga curbă. Punctele de maxim și de 
minim 'de pe prima ramură vor deveni atunci puncte de minim 
şi de maxim pe ramura simetrică. 

“Funcţia z nu există decît dacă 4w — 02 > 0, deci dacă 
0<a <s 4, ceea, ce era evident a priori, căci gal e cercului a) 
şi deci y’ nu există decât în aceste condim: s 


a02 


3o 


-Drépttle wŠ y j tara on Şi pi XE sînt aaiaptoië: Ourba | 
' taie axă; Ox în punctul, de absoisă a = = 2. „Derivata este. A 


- - N! = 4 E ii 
2i i Sa g > ag TTET 


“si nu se Ri PE niciodată (ceea ce ştiam. căci cercul r nu admite 
' puncte de inflexiune), rămânând tot timpul negativă, deci funcția 
„este continuă CoRcronCANOATE şi nu are puncte de maxim sau de 


i minim. Ea 
Le-a) o 
Dacă luăm gi divi a doua z= u- a i Ta vodera: 


Li 
Ca 


cientul RU NUARI 


| cercul y =}(z) şi diágrama- ecuației 


_ trică, numită derivarea grafică. În, punc- 


-A (a 0); B (05b), (iE 


că „ea. se anulează pentru æ = 2, deci punctul de pe Osv al . 


-curbei este un punct 'de inflexiune ` al: curbei. Tangenta în 
acest punct al curbei are coefi- o e aie 


m = 2) = ——— = a 


` Gurba se construieşte acum cu 
uşurinţă. Luînd şi simetrica ei 
-fată de Oy (pe figură este punc- 
tată) opel întreaga curbă 
(ig. 69). 

Art 


Opaeza aie Am gurat şi 


y'=f (x); a doua diagramă se deduce : 
din prima printr-o construcție geome- . - 


tul :curânt: Pla diagrama y =f (2) ducem 
_ tangenta. PT; prin punctul A (—1, 0) 
numit pol; ducem paralela. AB la PT; 
fie. B paan ei de intersecție cu Oy; ` d Ea N y 
parálela dusă prin B la Oz taie paralela i Ba 
dusă prin P la Oy`in P’; punctul P'se : .. - re rig: 69 i 

“ găseşte pe diagrama y' = f'(x). Într-a- 

devăr, dacă œ este unghiul tangentei PT cu Ox, avem din triunghiul 40B, 

QP’ = OB = AOtg sii a = 


-æ -| 
— 
~ 
`~ 


“adică dporidomatele lui P’ sint OQ = x şi QP’ = 


Curba" y’ = f'(x) poartă nuniele de curba îi ui a curbei y = Tia: 


VI.14. Se consideră aoele rectangulare 02, Oy şi paiete 
2ab? 2a2b 

ai? aF aa): 

să se “scrie tu cal it botu oC., 
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să, se caloùleze anghit dropelor oc gi 48 şi unghia drp- 

telor AO: şi BO, . | 

Mă 8e oalenileze aria triunghiului ABO.. l 

Să se serie ecuaţia cercului AOB şi să se cerceteze oare aste 
poziția punctului C faţă de acest cerc. .. E 

= Soluţie. Dreapta OC trecînd prin origine are ecuația de 

_ forma y = mg, în care coefieientul unghiular este dat, a i 


- 


- 2a%p dit | : i 
; e p3 i : A Ie 
<o- > 2ab? b- 
| să b 


deci. náta renta OC este y = it sau az — -by = = = 0. | 
_Cunoaștem coordonatele la origine a şi b ale dreptei AB, Sa, 
v deci Sahane ei este = ~ ra — 1 = 0, coeficientul ei aii a 


m' AOR 


Unghiul u forinat de dreptele 00 și AB este dat de formnis 


deci u = - 90°, adică dreptele sînt ortogonale. i l ka 
Coeficient unghiulari m, şi Ma ai dzeptelor AC şi BÒ sinb | 


2a2b 
———— 


Dreptele sint E ES pentru. w condiţia, de ort6: -` 


i iii ca 1 + 7mma = 0 este An pita 
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"~ 


: pa "Aria s a. triunghiului ABC se caleuleaiză; cu. formulă ` VE i 


E9 care ie | pi 

E: iei ui sL 
să L l 1 ? 1 5 X a | 7 2 3. ara r. 

i : me ră a Ei 2a?b i 

zi  Băoină tnloenirile și caiete, se găseşte 
dă l a 0 L ue E 
se b?) _ 0 5 A A Z a ph ` pa : îi 
ela pie Se | 2ab -> 
i i „de. unde TE S = — -f, iat în valoare absolută 8 = T - 

a Dacă numerele a şi bau acelaşi. semn, am găsit; pentru. 


PE a ana di triunghiului ABC un număr negativ, ceea ce era de pre-. 
i si t pentru că perimetrul triunghiului este. pârcurs în. sensul. 
“dare lasă interiorul triunghiului la dreapta observatorului. E 
- - -În cercul care trece prin punctele A, 0, B, coarda AB este. 
un diametru, pentru că unghiul AOB: este drept ; urmează că, 
ea ecuația cercului este Ş 
Aan 40—a) (@— 0) + (y—0) (y — ‘bj = 03 sau pe vi SEA, — by = 0. 
i „Dam am văzut că % AOB = 90°, deci punctul C i găseşte `` 
„pe cercul de. diimeţru AB, adică. punctele 0, A, B 3, 0 sînt, 
conciċlice. `~ ; 
Se poate verifica şi direct că punctul 0 se giois pe cercul . 
care trece Br punctele: 0, A, B, adică ecuaţia - 
Şi P ia? + yi — aw — by =Ò 
„este identic verificată cînd înlocui coordonatele curente o și y 3 
prin Coordonatele punctului 0, n RN ` 
l seta E er poa dap: 2035 


[za ap 
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“va, 15. îi n sistemul de. awe PE T Day. BE FEN 
. punctele fixe A(a;0);, B(0,b) și punătul mobil M(0, p). Fie'P 
3 najlon segmentului AM; dreapta BP taie awa 02 în punctul. N. 
- Secere: 

„= L -Zocul geometrie al pumótulùi. de “interacăție. al: dreptei 

OP cu paralela dusă din N la awa Oy... 


2. Locul geometric al punctului de intersecție dintre dr eapta Ra 


MN şi dreapta OP. 

- 3, Ecuația cercului ce trece prin . origine și este tangent 
fn pinctul A la dreapta AM. 

4. Fie E al doilea punet unde acest cere taie axa Oy. Să 
se găsească locul geometric al punctului de intersecţie al tangentei.. 
în origine la cercul pr ecedeni, cu paralela dusă din E la awa Ow. 


Soluţie. 1. Punctul P axe coordonatele P (3, Sp ecuatia 
l  dteptei BP este. za | 


sau (p — 2b) x — ay + ab = 0. 
2 Ca 

Dreapta BP taie pe 02 în puncta N de coordonate Ă 

şi 0.. 


a- Tn OP are ocuaţia « ay = pa iar, paralela’ la: Oy, prin. 
| N , ecuația a = a; ; fie Q: panciu lor comun ; coordonatele - 
dui Q; sînt De E în se IE, 
e aa: ab l -, ja 


- 2- p' a 


iar locul geometrie descris de Q,, cînd ERIC | p văriasă, fo. | 
. obține prin eliminarea lui p dintre ultimele două capi li 
„găseşte | | A 
ay ab 
—, D= =? 
z 2bz — ay 


adică 
20% — ay — ie = 0. 

> Tiouaţia ina de Li întîi în raport o cu v gi Y, reprezintă o o 
dreaptă D,. 
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a, Petra “dreaptă: MN. cmmoaşteri coordonatele ei E -7 m T n 


origine, Lo ae ati este deci 
A : Ep Aaa, PRESE | 
© ab- p, 0 


l -2b p a 


(MN) = p (2b —p)e + aby — abp =0. 


'Dreptele MN şi OP se taie înt-un - -punct Qa, al cărui loe . 


` geometric se obţine prin eliminarea parametrului p între ecua- 
țiile (MN) =0 şi (0P)= pr—ay = 0. Rezultatul eliminării. 
ay 


E: FR sd A Am E oaa 


Lă : e, . pa Ș 


-= este, înlocuind în prima ecuaţie pep cu valoarea — — scoasă din CI 


doua, o. > îm ti 
„(e-s IJ tai — ewo 
3 ay — ab = 0.. 


ie 9 i va fiind de gradul întii i în raport cu æ și Y, NEE 
o dreaptă D,. 


_Dreptele D, şi D, se. taie pe. axa Oy în punâtul B’ (0, 5 s 


simetricuj lui B în raport cu originea O l 
E e Ecuația, unui cerc care trece prin origine este 


„a + y?— 2up — wy = 0 


G în. care (a v) sînt coordonatele centrului. Cercul A prin A 
- punctul A (a, ii deci coordonatele lui verifică ecuatia cercului, 


adioa . 
ia Tae a — Zua = 0, 2u = a, 


iar entis cercului devine 
æ? +y? — aw — 20y = 0. 


Pentru a exprima că cercul este disident în A la iania; 


l AM, scriem că, ‘centrul 0 (= j o) se: găseşte pe perpendicularas 


- AO ridicată în A pe AM. 


Coeficientul unghiular. al dreptei AM este PR cu — -2 ; 


a 


S irmează că % dreapta AC- are coeficientul unghiular egal cu „a E 
p 


40T. 


- Bovația dreptei AO: este deci T EN se a A i Sua 


y — d= fwa) sau aw py — aè = 0: 


“Sorian că ceritrul 0 ici o) se, gäsoşte pe această  dzeaptě, 


„deci 


Ecuația cercului devine. 


pata 2 =0, 
p 


| care se mai serie - 


a 


“şi din ultima formă stea cona pia tangentei la cerc, în origine, DU. 


prin deilublare, Si RE ; 
O exoty xo ažĖt4 a a 
| 2 2p. : sd 
sau . TO l 
= eap pa- — ay = 0, ni 
`adică tangenta -în origine Ja cerc este. chiar: dreapta Oa: * 
„Axa Oy taie cercul în două puncte: 0 și E; ordonatele lor 


sînt date de ecuaţia y? F a2 — = 0 dedusă din ecuația cercului : 

"în care s-a făcut v = 0. Rädicina y = 0 corespunde originii 0, : 

cealaltă rădăcină y = — — Č corespunde punctului F, ale cărui r a 
a E i 


coordonate sînt deai: E {0, R 


Fie Q; punctul de interactie al tangentei OP, de ecuație 
gu—ay ~- = 0, cu paralela dusă prin F la axa 0a, de ecuaţie - 


y= = — a Ogordonatele lui, Qs £ se. deduc din ultimele Mon, 
ecuaţii Şi sînt | 
7 aè aÈ ; 
e SS Ve z 
P 
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E 
A 


out PE PI descris de. ti Q se. obține prin eli- A A si 


minarea parametrului p între ultimele două ecuaţii ; rezultatul 

„ eliminării este 7? = —aw și reprezintă o pârabolă, tangentă în . 
origine la axă o, simetrică în Pour cu axa Ox si situată la sunga . 
lui Oy. za | 


VL16. Se dă EATA 3% Iia 12 şi pinon 0 (1, 4); 


86 construieşte triunghiul dreptunghi isòscel ECD cu` unghiul WE 


drept în C şi a. cărui ipotenuzä ED este situată pe dreapta dată. 
-14 Bă se calculeze coordonatele vârfurilor E şi D ale triun: 

„ ghiului, -precum gi ale pr oiécției; F a lui D pe ava, Oy (D are 
-ordonata negativă). . 

"2. Bă.se arate că FO. este visedtoarea unghiului EFD. 

3; "Bă se arate că punctele. E, O, D, F se află pe cenlapi cero 
și să se serie ecuația acestui cerc. dă 

: 4 Cercul taie axa Ou în două punote E' şi D’ (D' are abacisa: 
l pozitivă) ; ; să se arate că dreptele LE" şi DD' sînt egale și paralele 
şi că unghiurile ECE' și DOD' sînt egale. 

- Di Să se arate că 0E' este îndoitul lui 0D'. . -~ 

6, "Să se explice geometric rezultatele de i punctele 2, 3, 4. 
A - Soliiţie. T Dreapta dată are ecuația — iza = 1 şi sub 
acopâtă formă citim că coordonatele ei la origină sînt 4 și 3, 
adică „dreapta taie axele de coordonate în punctele A (4,0) şi 


B (0,3). Dreapta A Bare coeficientul. unghiular egal cu— =, deci. 
i perpendiculara coborită din-0 pe AB are coeficientul i 
i egal cu că ; ecueji acestei perpendiculare este deci 


b 


gata sau 40 — 3y — 16 =0; 


ea alo: atata AB în punctul ale cărui coordonate. sint rădăr- 
cinile- Sistemului | 


e 30 + 4y —12 =0, ta 39-16 =0, 


adică; æ = 4; y =0, deci proiecția punctului Li pe dreapta AB 
este chiar punctul A. 

Distanţa AC dintre punctele . A (4, 0) şi 0 (7,4). este egală. 
'ou 5; în triunghiul dreptunghic isoscel DOE, CA este înălțime 
şi mediană, deci A. este centrul.cercului circumscris triunghiului. 

Dea, adică ictucilee D și E sînt Doneele de seen ale: 


209. 


2 dreptei AB cu centrul în A şi 1 raza a 40 = = 5, iar ` “ecuaţie aia ai 
Aa cului este - | 


(oa p-op=s sau yj 8 —9 = 0; 


„Coordonatele - vîrfurilor D şi E sint egale -cu aateinte, i 
sistemului - 


3v + 4y — 12 = 0, a +y? —82—9=0, - 
Prin eliminarea lui y obţinem ecuaţia 2522—2002 = 0, v3 


ale cărei rădăcini 0 şi 8 sînt abscisele punctelor căutate ; ordo- îi 


natele lor le scoatem din ecuația, dreptei, în care înlocuim pev - 


_- respectiv prin 0 şi 8 și óbținem 3 şi —3, deci punctele de inter- a e 


secție dintre dreaptă şi cere au coordonatele (0,3) gi (8,—3). 
Prin. ipoteză punctul D are ordonata negativă, desi D (8, —3), 

E (0,3), adică punctul E coincide. cu punctul: B. i 

Punctul F fiind proiecția lui D pe Oy, are abscisa egală l 

„cu zero, iar ordonata egală cu ordonata lui .D, deci -F(0, —3).. 


Altă metodă pentru determinarea coordonatelor punctelor - RETE 


D şi_E este următóarea : triunghiul dreptunghi DOE fiind isoscel; 
unghiurile lui ascuțite sînt egale cu 45°. Dreapta DE are coefi- 


cientul unghiular 2; fie m coeficientul anglia al dreptei - 


ad deducem, tg 45° fiind egală cu 1, S 


m+Ž 


=, mot 
1 = 3 7 
4 
-Ecuația dreptei CE este | 
y—4 => (2—1) 'sau ay ai =0, 


„ea taie dreapta AB, de ecuaţie 3a + 4y —12 = că în. punetul E, 
T (0,3). pa 
Dreapta CD fiind perpendiculară pe CE are coeficientul 
unghiular egal cu —7, ecuația dreptei CD fiind ._ 


y —4 = —T(@—ī) sau Ta +y— 53 = 0; 


ea taie dreapta AB în punctul D (8, —3). DOE 


2 Dreapta PO trece prin punctele F 00, — 3) şi on; 4), 
ecuaţia ei este 


y +3 = (4+3) sau EE 
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e, 


axe coeficientul T R dla cu 1, deci e este paralelă cu piseo: 
" +oarea unghiului 20y ; urmează că face unghiuri egale cu dreptele 


i FD şi PE duse prin F, paralele. cu Ov şi Oy, adică FO este bisec- 


pa toarea unghiului” DFE.. - 
dg” 3. Cercul eircumscris triunghiului dreptunghi poR este 
„aia arcul de diametru DE; ecuaţia, lui este . 


(o —8)(2— 0) + (y +3) — 3)=0 sau +y? — 8u —9 =-0 


n şi am regăsit; ecuația stabilită la 1. , 
e “Coordonatele '0 şi —3 ale punctului F verifică căusţia. 


: : cercului, deci F s6 găseşte pe cere, ceea ce revine a spune că. 
a. punctele D; 0, E, F sînt situate pe același. cerc. 


e 4 Cercul taie axa Oz în punctele D' şi E’, ale căror abscise 
-sînt ` rädäcinile ecuaţiei (facem în ecuația cercului y= = 0) 


m — 89 —9 = 0, s= —1l şi b=9;. 


disă D'- axe abscisa pozitivă, deci E£'(—1,0), D' (9, 0). 
ia 2 BE și DD! au respectiv ecuaţiile 


ati „şi aaa 


par 8—9 


“Bau. a = 32 + 3 şi j = 39 — 27; ele au coeficienții unghiular 


egali cu 3, deci sînt paralele: 
Pátratele distanțelor BE’ şi DD" sînt respectiv egale cu 


(—1—0)}+(0—3}=10 şi dica a N i 


“deci distanțele. BE” și DD' sînt egale. ` 


_ Dreapta.. F'O ate coeficientul unghiular egal cu m, = 
4-0. 1 4—0 

Erri iar dreapta D'O, M, = 

1 + mm, = 0, adică dreptele sînt perpendiculare, ceea. ce era. 

de prevăzut pentru că ele sînt laturile unui unghi D'OE’ îngeris 

într-un semicerc. 


1 „Am vânat că dreptes EO și DO au coeficienții unghiidari 
PSA egali cu = şi — 1; , rezultă că tangentele Nara ai 08 şi 
si a N DOD! sint respectiv egală cu 


E pă i 
= 2 7 1 -247 1 
-ae ag T aaar 9! 
i14. =. i .X 
2x17 


3 F tezultă că unghiurile sînt. egale. 


AIt 


= = 2 ; deducem 


5. Patratale distanțelor 0E şi OD! s sînt; cale tespetit cu. 2 


{7 + 1)? + (£ ~ 0)? = 80 = 4x20 şi. (7 —9) Fe 


do unde rezultă că 0E' = 20D'. | i 

6. Triunghiurile dreptunghice DOE şi DEE au ipoten 
„DE comună, deci -punctele D, 0, E, F se găsesc pe cérċul 
diametru DE; însă triunghiul dreptunghi DOE este pei 


deci arcele de cere DO şi OF sînt egale, de unde rezultă că unghiu- | 


rile EFO şi DFO subintind arce egale, deci FO este biseotoașea, ăi 
unghiului DFE. | 


Coarda D'E' trece prin centrul Aal cercului, deci este uñ, ` 


„diametru şi unghiul D'0E' este drept; dacă din unghiurile ' 


drepte DOE şi D'0E' scădem unghiul DOR, rămîn unghiurile în 


“agale DOD' şi BO. 


Diametrii DE şi D'E’ determină pe. cerc arcele egale DD' E s ' 


şi EE'; care subintind coardele paralele şi egale DD. şi BE. 


v 17. Se dă triunghiul format de drepiele AB, BC, Oå; 5 


de ecuații 
y—-20+1=0, y+e-5=0, arad. 


1. Să se calculeze coordonatele vârfurilor A, B, 0 ale trium- A 
ghiului, ecuația cercului circumscris acestui -triunghi şi coordo-- 
. matele punctulwi Mí în care înălțimea coborită din B pe AC taie 
„Acest oere. 

2. Să se calculeză coordonatele pr roieoțiilor 4, B’; să ale mi M ` 
respectiv pe BO, CA, AB. i | 

3. Să se verifice: că A'; B', O’ sâni coliniare. 

r 4. Pie A”, B”, 0” simetricele lui: M respectiv față; de rep | 
tele B0,.0A4, AB; 'să se calouleze coordonatele lui A"; B”, a 

gi aria triunghiului A” B” 0”. 
5. Sä se explice geometric rezultatele de la 3 și d. 


- Soluţie, 1. Virtul A se găsește la intersecția ăreptelor e 


y= 204+1=0, 4y+a—5=0. 


Acest sistem de două ecuații cu două ‘necunosóüte- 2 şi y 
Are rădăcinile. æ =y = 1, deci coordonatele, virfului.. £ sînt 
A(1,1). x 
Sistemul y —20 +1 =0, ua 6 =0 are rădăcinile | 
æ= 2, y=3, deci B(2,3). 

l Sistemul y + — 5 =0, 49 pia t — 5 = 9 are rădăcinile 
eD, y=0, * deci O (5,9); 


a 


sot“ 


S a 


e 


 motiţia careului ABO este CAED i 
| arty? æ y rijo |] apy 


e y. r 
aas aAa apa ie a 0 a 
aa aa a e a a 
-257 5 01|. 23 4—1 0 
a +y? E a e E 
Pa a aa S SES A A 
e ge et ae e a a aa 


O> L glay) + 512 + 21y.— 60 =0 


l 3 (2è + y?) — 19w — Ta + 20 = 0.. 


Dreapta 40, de ecuație 4y + a — 5 =0 are coeficientul 


“cititor egal cu — A; ; urmează “că perpendiculara - BM pe 


8 Va ave. coeficientul unghiular. cool cu +4; ecuația. dreptei 
BM este deci y — 3 = 4(% — 2) şi această dreaptă taie cercul 
ABO în punctele B și M, me căror coordonate sînt rădăcinile 
să sistemului, o 


=y 53 = alo — 2) | ate + Fals Ty 420 20. 


Prin eliminarea, lui y se- găseşte ecuația pna — 167 g+ | 


i 130 = 0, àle cărei rădăcini. sînt a = 2, d z= 5, însă 2 este 
~ abscisa mi B; rezultă că abscisa lui M este = 2 iar ordonata lui 
1 65 5 : 
fi y= = = 2] =, 
arsa j=3+4 -2) =$ deci M (S, 5) 


a Punctul. A' so. A la pre dreptei BC, de 
. souație y -+æ — 5 = 0 şi coeficientul unghiular — 1, cu per- ; 
. pendiculara MA’ coborită. din M. pe BO; MA are deci coefici-. F 


antal mrighiular egal cu + 1, iar ecuația eieste y — = =g 


x — Z Din mitimele două ecuaţii deducem cooronatele lui 
afe 105 - og ' | 


[84 ” 34 


Date $ 


Acelaşi raționament aată că B se găsește. la intorseoțit | i ri 


dreptelor” percen 4y + s — 5 = 0, y = > =4 g s) 
"de unde deducem coordonatele lui B' 2, AE > a aa pk 
În AA 0' se iai la oaza dreptelor ortogonale A pie 
N o II PA EI 
AA: II a k A 
5, 33 


| de inde takin coordonatele lui o FA 
3. Dublul ariei triunghiului ÄB’ c stè ai cu 


sa a l ko 
2515 7 
17 17 l 
53 | | 

7 85 85 


Am trecut de la primul determinant la al doilea, prin înmul- 
țirea primelor două coloane cu 170, numitorul comun al nume- - 
relor fracționare ; în ultimul determinant. scădem linia a doua 
din prima și a treia din a doua, şi avem 


275 175 op > He- 7 aor. 
132 : 84  0ļ|=25x12x|11 ` 7 0f=0. o 
118 66 1 la 66 a ooo 


Aria triunghiului A' B'0' fiind nulă, punctele. A',- B, o. 
sînt coliniare. f 
4. Fib M(ao Yo), A (A y '), A” (a, g”); A” fiind sime- 


tricul lui M în raport cu A’, avem = 2 şi dacă notăm ` 


: Aa” 
acest; raport cu —?, deducem. r= — 2; iar cpovdonatel Tai 
A" sînt date-de formulele’ - mă 
(4”) da: Te ati (a - — 2a" ) e 20 —a, „105 a 
E 1 5 a i 17 51 AR 51 : 
à n nE zr aa —2 = 2y' 25 65 5 ao l 
y TFA w v) y’ — Yo 17 a 81 
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“Acela: zaţionement arată, că, „pre este simetricul. Jai Mu in 


p raport. cu B’; iar 0” simetricul lui M tñ raport cu 0” deci "c0or- N 


donatele punctelor B” şi 0” sînt reepootiY 


- 50 65 buta 30 5 5 


i(B” Ad) e e ic Rai 8 PR Slade Ea it ANR Sali PR d A 
d ); 17 51 G 17 51 8)? 
| | 173 
ma-sa os oz Tae 
85 - 51 255 85 51 . 255 


Dublu ariei triunghiului A" BYO” eito egal cu 


250. 190 | ` | 1250 90 1] 
| „51 5 1425. 425 1 
; Js 5 l| | 29 173 1 
2 CE STOE N e 2552 ' 
pai f i 
255 255 ry 
Urg E 
IE ie 
A rge A o a 
“2562 i e PR e 


. Aria triunghiuini A? B” 0” fiind nulă, punctele å”, Br, 

è ' sînt coliniare. | 
-` B. Punctele A, B, 0' se. găsese pe dreapta lui Simson 
corespunzătoare punctului M, deci ele sînt evident coliniare?). 
Punctele A”, B”, 0” sînt omoteticele punctelor 4’, B', 0' 


"în omoteţia; de centru M şi raport 2, deci ele sînt evident; coli- 


niare pentru căse găsesc pe dreapta omotetică a dreptei 4A'B'0'. 
Mai observăm că. B” este ortoceritrul triunghiului ABO, 
l pentru că simetricele ortocentrului, în raport cu laturile, , sînt, 
- trei puncte situate pe. cercul circumscris.. Pentru verificarea, 


A analitică, vedem că B" se găsește pe înălțimea, BB”, deci-va fi 


E suficient să arătăm că dreapta A.B” este înălțime, adică pér- 
pendiculară pe. latura BO. Însă dreapta BO are costieiental 


i 1) Vezi Geometria triunghintui dđe-Traiañ- Lalescu, p. 19. 
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Pi 


unghiular —1, iar dreapta AB”, coeficientul unghiular 


5 


= =]: 


5 iu a 
e e e D ai 


si (2 4) x1 ps Is 9; verificare, este tăcută, 


Se mai ştie că dreptele Simson ale picioarelor L, M, j N E 


ale înălțimilor pe cercul ABC sînt paralele respectiv cu tangen- - i 


“tele în A, B, C la, cercul circumscris. Urmează că dreapta Kèm- 


SON d punctului M, adică dreapta A'B'0', este paralelă cu tan-. - 


. genta în B la cerc. Pentru verificarea analitică, observăra că. z 


dreapta 4BC are coeficientul unghiular egal eu 


15 33" EE 
-17 85 _ 75—33 _ 7 

„2759 0 13 O O? > n 
17 85 59 î | 


iar ecuaţia ada în B (2, 3) la cere se  dsâuee. din ecuaia 
eercului prin dedublare: şi-este 


6X 2+6 x 3y 19 (0 +2) TW +3) +40 = 
sau i. 
iri -te +119 10 =0 


şi coeficientul ei unghiular „este a cu — ; drepteles avind 


coeficienţii unghiulari egali ! cu Ta sînt paralele Şi. verificarea Și 
este făcută. ` 


bă 


VL.18. Pie at P eA 0), B (a, 0). 


1. Să se afle coordonatele punctului 0, ta deasuptă 


awet Ox, astfel ca triunghiul ABO să fie echilateral. 
~ 2. Se duce perpendiculara pe mijlocul K. al wi BO; că. 
sia bisectoarea primului cadran în Q. şi bisectoarea celui de al ` 


doilea cadran în P. Să se arate că figura BQ0P este un- pătrat | că 


3. Să se calculeze aria acestui poat, 

4. Să se arate că pime- 'B,ęQ, 0, P sînt: situate pe. um 
„acelaşi cerc, . . 

Soluţie. 1. Punctele å, B, avind orăonatiele; egale cu zero, 


se cati pe axa Oz şi. avind abscisele egale. Lai de semne con-- 
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s RE a 
--d 


Su oii at Siné & deiei în raport cu-originea o: Virful Os se. EET 


E he mediatoarea laturii AB, pentru că triunghiul ABO este 


echilateral, adică pe Oy, şi fiind situat deasupra lui Oz, âre ordo- 


; l - nata pozitivă. Triunghiul ABCO fiind echilateral, unghiurile lui 
- : gint egala cu 60°, în particular B = 60°. 


„În triunghiul dreptunghi BOO, 00 = 08 tg B, 
l 00 = atg 60° = a Y3, 
“deci coordonatele-lui O sînt O0, a V3). 


2. Punctul K, mijlocul lui BO, are coordonatele iapa cu | 


a+0 A si 0 +aY8 SEL 
2j 2o a 2 | 
Dreapta BO are coeficientul unghiular egal cu . 
Sa = A y3, 
Fa a iar perpendiculara KQ pe ea, coeficientul unghiular F= B, . 
| Dreapta KQ are deci ecuația î 


Bisectoarea, 09 are ecuaţia y = e, iar bisectoarea-0 Pare 


- ecuaţia y = —a; aceste două bigectoare au ecuaţiile de îorma 


Y= ma, unde m = +1. 
Fie M punctul de intersecție al dreptei (1) cu dreapta 


(2) y = mg; coordonatele lui M sînt egale cu rădăcinile siste- 
manu (1), - (2), de unde deducem 
aV3 a, ma VS 
-m= Y3 i pa 3m — \3. 


Pentru m = 1 deducem coordonatele punctului Q, 
ofe Btr, Pit). 
Pentru m=—l, EA coordonatele punctului P, 
p(oolizi, alE-1). 
. .. 2 2. 


27 — Culegere de probleme 
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Mijlocul stii PQ: are arinak sil, cu ‘mediile , 


aritmetice ale coordonatelor punctelor P şi Q, adică 2 2% a > 


care sînt coordonatele punctului K. 


În fine, să calculăm lungimile segmentelor BO şi -PQ. ii 


BO? = (0 — a)? + (a V3 — 0)? = 4a, 


nie Egen e 3) Me E: 


deal BO = PQ = 2a, KB = KO =KP = KQ =a. 


: Segmentele BO şi PQ fiind egale, perpendiculare şi con- 
curente în mijloacele lor, sînt diagonalele unui pătrat, adică. 


patrulaterul BQCP este un pătrat, ceea ce trebuia demonstrat. 


3. Latura BQ a Dătrtului se calculează din aan i 


dreptunghi BKQ, 
BQ? = KB: + KQ? =a +a = 20, BO = az 
Aria pătratului este egală cu BQ? = 262, 


4. Punctele B, Q, 0, P, vîriurile pătratului, sînt evidant. 
situate pe un cerc şi anume pe cercul cu centrul K al pătratului! 
_şi raza KB = a; ecuaţia acestui cere se poate obţine scriind | 
că el este locul geometrie al punctelor (w, y) de. unde diametrul i 


- BO se vede sub un unghi drept, 

| (x —a) (2 —0) + (y —0) (y —a V3) = 0 
sau | | met aa 
a + y2? — ax —aV3y = 0 


şi ecuația este verificată de coordonatele originii, deci cercul 


trece şi prin originea 0, ceea ce se vede pe figură pentru că 
unghiul BOO este drept. 


VI.19. 1. Să se scrie ecuaţia cercului din cadranul întîi; - 


de centru O, tangent în punctul A(1,0) la awa Ov şi tangent la 
bisectoarea primului cadran. Oare este raza acestui cerc? 


2. Să se afle raza şi ecuaţia cercului cu centrul K, de abseisă 
mE t LEX —— așa fel ca ava sa radicală faţă de cercul 1 să fie chiar E 


` axa Oje 
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sir 


Li ȘI, - 
aa! 


3. Să se Palk ecuaţia ceroului de rază J, cu doriti S pe ana 
Oy- şi sub awa Oz, astfel ca. centrul radical al cercurilor 1, 2, 3 


să fie chiar originea. 


d. Să se calculeze aria triunghiului OKS. 
- 5. Bă se serie ecuaţia cercului cireumseris triunghiului OKS: 
Soluţie. 1. Fie punctul de contact al cercului cu bisec- 


; — toarea OB a primului cadran ; însă tangentele OA şi OB duse 


dîn O la cercul 0 sînt egale, deci OB = OA = 1. Coordonatele 
| lui B sînt egale cu proiecţiile pe axe ale vectorului OB, adică 


1x008 40 = E şi 1 xsin 45 =B. 


Ecuația cercului o poate fi obținută prin mai multe me- 


ee tode, de exemplu putem porni de la ecuaţia, generală a 


` cercului 
T a? + y2 — 2a% — 2by +a? +b — r? =0 


-in care a,b sînt coordonatele centrului, iar. r raza cercului. 
Prin -ipoteză cercul este tangent la axa Oz în punctul 


Al; ;0)j, adică dreapta y = 0 taie cercul în. două puncte con- 
fundate cu A, deci ecuaţia 


— 200 + aè ++ — 1 = 0, o 
„caii dedusă din sia cercului în care s-a făcut y = =0, admite 
a rădăcina, dublă v = 1, de unde ş 

l -Re 2a + a + br = 0 şi 2—2a = 0, 


ultima ecuație fiind obținută scriind că ecuația derivată 
2 — 2a = 0 admite rădăcina simplă œ = 1. 
Prin ipoteză cercul este tangent la bisectoarea 0B, deci . 


i dreapta y — ~ = 0 taie cercul în două puncte confundate ; ; 


„ abBciselă cs de intersecție sînt date de ecuația 
—2 (a + b) v +a2+b2—r2=0. 


aey i dedusă din ko cercului în care s-a făcut y = a; pentru ca 


punctele de intersecţie să fie confundate, trebuie ca discrimi- 
nantul ultimei ecuaţii să fie egal cu zero, de unde deducem 
condiția 

(a + b) — 2 (a? + b? — 2) = 0. 
> În total avem trei ecuații pentru a determina trei necu- 
. Boscute a, by 7; Li a doua conati deducem a = 1, ain prima 


t 
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deducem a2 + pa — r? = 1, iar din a treia deducem (ab) = = 
sau b= —1+ Vă. însă cercul O fiind situat în primul ca+ 
dran; centrul lui are ordonata pozitivă, deci b = — 1 + Va: 
În fine r =b = —1 + V2. p 


Făcînd înlocuirile, ecuația cercului C este 


x? + y? — 2g — 2(—1 +2) jy +1 =0. 


A doua metodă pentru determinarea cercului C este armă 
toarea : centrul C se găseşte pe paralela dusă prin A la Oy şi 


pe bisectoarea unghiului AOB, deci triunghiul OAC gale drept. TO 


unghi în A şi XAOC = 22°30" ; deducem 
40 =Q4 tg 22°30’ = 1 xtg 22%80' = —1 + Yz, 


deci coordonatele centrului C. sînt OA = 1 și AC = ai + i 
+ V2, iar raza cercului egală cu AC (fig. 70). 5, | 
A treia metodă : fie ecuaţia cercului C scrisă sub torma ' 

æ? + y? — 24% — 2by +a = 0: 


„Puterea originii față de cerc este 0A? = 1, deci a = u 


dreapta. AB, a cărei ecuaţie este y + (1 +V) 2) (a — 1) = 
di eam polara originii față de care ecuația polară este I — 


y + c:= 0 şi scriind că ultimele două ecuaţii au coeficienții > aie 


TAE deducem valorile lui a şi b. 
A patra metodă : ecuația conicelor: bitangente äreptelor | 
OA şi OB în punctele lor de intersecţie cu ii dia AB este 


D,D, +A4? =0, 
în care D, = 0 este ecuaţia dreptei 04, adică y = 0; D, =0 


este ecuatia dreptei OB, adică y — a = 0; A =0 este ecuația 


dreptei AB, adică y + (1 + V2) (2 —1) = 0. Ecuația cercului 
este de forma ` 


yy —s)+aly + (1 + V2) (x —1)} = 0 


în care parametrul à se determină prin condițiile ca această % 
„*6onică să reprezinte un cerc, adică : coeficientul lui wy este nul, 
iar coeficienţii lui æ? şi y? sînt egali. Aceste două condiţii sînt - 


compatibile, ele determină valoarea numerică a lui à şi deci 
ecuaţia cercului. iii 

2, Linia centrelor 0K este perpendiculară pe axa radicală 
Oy, deci centrele O şi K au ordonatele egale ; rezultă-că coor- 
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ID donatele centaritui K jie 1 ih și (— 1+ y2). Ecuația cor- 


AN oului. K. este de forma 
| ae aaa wtr 


= Axa , radicală a cercu- 
rilor O și K are ecuația 


` — 2+1 = (1+2) +k 


şi ea coincide cu axa Oy ' 
„când parametrul k= 1. 
Raza R a cercului K este | 
dată de relaţia 


E fasii cl tr +(— 1+ V2} — 


-Ri R=. 
' l . 2 


EES, Coordonatele cen- E Fig. 70 

tirului S sînt 0 şi —s, unde 

8> $ ecuația cercului S, cărui rază este egală cu l, este 
a? +y? + 2sy +8 —1 = 0. 


. Prin ipoteză, centrul radical al ‘cercurilor O, K, S este 
. originea O, deci originea O are puteri egale față de aceste trei 
| cercuri, de unde deducem 


HI =1=22—1 sau =, 
18 r ecuația cercului S devine 
ETETETT 
4. Triunghiul CKS are baza 0K =1 +4 5 iza , iar înăl- 


ţimea V2 + (—1 + V2); aria triunghiului este deci egală cu 
1+5, 
z | 
5, Ecuația cercului 7 circumscris triunghiului OKS este 
22 -+ y? —2aw — 28y Fy =0. 
în care centrul T («, B) se află la intersecţia mediatoarelor tri- 
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unghiului; însă latura CK fiind paralelă la Ow, mediatoarea 


corespunzătoare ei este paralelă la Oy, deci abscisa « a centrului 


este egală cu media aritmetică a absciselor Ponor 0. g Er 


| adică T 
2a — 1 — +2, % = 1-77., 
. i 4 R .. 
+. Ordonata B a centrului T se determină prin condiția 
TO = TS, adică, i” de 
(a — 1)? + (B + 1— V2}? = (« — 0)? $ (B ala). 
de unde deducem i ; 
O 33+ 
i 28 k 
Raza p a cercului T este egală, de exemplu, cu. T8, deci 
y=a +per, y =a? +pt—at— (B + 2), 


-34 +92, 


dia 14 


`: Ecuația cercului T devine, după ce înlocuim ty B, Y cu | 


valorile numerice găsite, 


14 (a + pe 1014043004 E 9 VE= 0. 


Pentru controlul calculului se arată ugor că această ecuație” 


este verificată de coordonatele punctelor 0, K, 8 


fine, se poate verifica că cercul trigonometric, adică : 


cercul cu centrul în origine și cu raza egală cu unitatea, este 


cercul ortotomic al cercurilor 0, K, S, adică cercul care le . 


taie sub un unghi CERE, 


VL20. Intr-un sistem de axe dreptunghiulare - 0, Oy T 


consideră punctele mobile M (21, 0), N (0, à), P (0, 2A) și se cere: 
1. Bă se scrie ecuaţia cercului ce trece prin origine şi prin 
punctele M și N. 
2. Acest cerc taie dreapta MP într-un punci Q, al cărui 
` loc ode se cere. 


. Să se afle apoi locul geometric al intersecţiei tangentei 5 


în Py la cerc cu dreapta MN: 
4. Se uneşte punctul M cu un punct fiw A situat pe bi- 


sectoarea a doua a awelor; să se afle locul geometrio al inter- 
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LER 


E ch di 


[i 


mea ““geoției . aii AM ou paralela dusă din P la ava Oa și să 
se construiască acest loe (fig. 71). 


Soluţie. 1. Ubghiul MON tind drept, -MN este un dia- 


Anetra al cercului; însă ecuația cercului construit pe segmentul 


UN ca diametru este 
(2 — 21) (e — 0) + (y — 0) (y — —ì) = 0. 


sau  dezvoltind şi grupînd termenii asemenea, 
2 +y? — 239 — Wy = l. 


Fig. 71 


Această ecuație reprezintă într-adevăr un cerc care trece 


prih origine și are centrul O g zi mijlocul segmentului MN. 


2. Ecuația dreptei MP este —— e el = 0 sau 
v +y — 2a =0. (UP) 


Dreapta HP taie cercul 0: în punctele M şi Ta ecuația 


_ ordonatielor acestor două puncte se obţine eliminînd- pe œ între . ` 
„„ ecuația cercului şi ecuația dreptei ș deducem din: ecuaţia drep-  , 
=.. tei g= —y + 21 şi această valoare o. introduceau în ecuaţia 
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cercului care devine, după simplificări, 2y? — 3ay =0, de unde ` 
| deducem pentru y. valorile y = 0 și y = a, la care corespund E 
pentru s valorile z = 2A şi c=, adică punctele M (20, 0) 
şi Q EX T Coordonatele punctului Q sînt deci | 


pă 34 i Po 
I = z ? y = Ea ? ŞI ; (0) 
şi cînd parametrul A variază, punctul Q descrie ocal geometric i zi 


căutat, care este o dreaptă, pentru că coordonatele o, y 
sînt funcții liniare de parametrul à. Pentru a găsi ecuația 
carteziană a dreptei, eliminăm parametrul A și găsim y = 3%, 
o dreaptă care trece prin origine. ps 

3. Fie QR tangenta în Q la cere; , ecuaţia ei se obține. din | 
ecuaţia cercului prin: dedublare, 


3A 
+ — 
TÀ U3 | 2 
Ea m A — a(z- + -a A E = 0 


“sau, după simplificări, 5 | 
2w —4y +5 =0. | (QR) 


Ecuația dreptei MN este -7 E —1 = 0'sau 
N 


Dreapta MN și tangenta QR se taie în punctul R, ale 
cărui coordonate w şi y se obţin rezolvînd sistemul format 
de ultimele două ecuaţii; obţinem 

A -9A pi 


coordonatele z şi y fiind funcţii liniare de parametrul à, punctul -- - 
“RR descrie, cînd parametrul à variază, o dreaptă. 

Dacă eliminăm parametrul A între "ultimele două ecuaţii, - | 
sau direct între ecuaţiile dreptelor QR şi MN, obţinem 9 + ȘI 
+ 2y = 0; aceasta este ecuaţia carteziană a locului geometric D 
i de punctul R, o dreaptă care trece prin origine. S 
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o 4 Şi M, ecuaţia este . deci 


_88u - 


e ta 


4, ierta a doùa a asalt de coordonate are ecuaţia 


y-+0=05 un punct 0 situat pe ea are deci coordonatele A (a, —a). 
Dreapta "AM este o dreaptă care trace prin două puncte 


_ (2z—a(—a—0) 
e ada a — 2A 
ax + (a — 2A) y — — 2aA = 0. l (AN) 


Fie P8 paralela dusă prin . P'a Ox; ecuația ei este y = 2); 
fie' S punctul de intersecție al dreptelor AM şi PS; 


-coordonatele lui S se află rezolvînd sistemul format de ecua- 
ţiile acestor două drepte. Obţinem 


o=, y = 2A (8) 
a 


- și cînd jamei à variază, punctul S descrie o curbă a cărei 


egualție carteziană se obţine prin eliminarea parametrului à; . 
rezultatul eliminării . este 


y2? —aw = 0 


gi ecuația reprezintă o parabolă tangentă în origine la Oy, axa 


~ „ei de simetrie fiind Ogs; parabola trece prin punctul A(a, —a). | 


VI.21. Un cero de centru I, trecînd prin originea O a axelor 


E de coordonate rectangulare Ow, Oy, taie axele respective în punc- 


tele A şi B. 
1. Să se scrie ecuaţia cercului J cu centrul pe 0a, trecînd. 
prin B gi tăind ortogonal cercul I; şi ecuaţia cercului K cu 


„centrul pe Oy, trecînd prin A şi ortogonal cercului I. 


2, Să se determine locul geometric al centrului radical al 
acestor trei cercuri, cînd dreapta A.B se roteşte în jurul punc- 
tului B (facultativ, cînd dreapta AB se roteşte “ în jurul unut 
punct oarecare). 

Soluție. 1. Dacă însemnăm prin P(w, y) punctul curent pe 


cerc, prin A(2a, 0) şi B(0, 2b) punctele cercului situate pe Or 


şi Oy respectiv, unghiul 408. este drept, deci AB este. dia- 


metru al cercului, deci şi unghiul APB este drept (fig. 12); 
însă condiția de ortogonalitate a dreptelor, date prin proiec- 
| Pio. | lor pe axe, 


` AP (w —2a,. y—0) 
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şi . 
BP(2—0, y—2b) 
este ' : l 

` (@—2a) (2 — 0) + (y —0) (y — 2b) = 0 


a? + y? —2aw — 2by = 0; ` E (Iy 


aceasta este ecuaţia cercului I, al cărui centru (a, b) este 
` mijlocul segmentului AB. 
Fie C(20, 0) centrul cercului J ; cercurile I și J fiind orto- 


gonale, razele 


sau 


BI (a—0, b— 2b) 
şi | 
| l BO(2e—0, 0— 2b) -. 
sînt ortogonale, deci 

(a — 0) (20 — 0) + (b — 2b) (0 — 2b) = 0 
sau 
i ae + b?2?=—0 (1) 


Fig. 72 


Fie D(0, 24) centrul cercului K ; cercuriis I şi K fiind orto- 
gonale, razele 
Al(a—2a, b—0) 


şi 
AD(0—2a, 2d—0) 
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| sint ortogonale; dea _ | 


sau 


(a —2a) (0 — 2a) + (b —0) (24 — -0) = o 


erbăz0 o 9. 
Cercul J are centrul în C și raza OB, ecuația lui este 
e (9 —30)2 + (y}— 0)? = 40 + 4b? 
sau j 


w? +- y2 — 40x — 4b? = 0 
şi dacă înlocuim pe c cu valoarea scoasă din. (1), 
g? py? pat Ab 0O (J) 
i a o 
Cercul K are centrul în D şi raza DA ; ecuația lui este - 
(æ — 0)? + (y. — 2d)? = 4d? + 4a? 


w? -+ y2? — 4dy — 4a? = Q 


Şi. dacă înlocuim pe d cu valoarea scoasă din (2), 


a2 4 y? + da Z — 4a? =0. ` (E) 


După cum era de tou ecuaţia, cercului (K) se deduce - 


„din ecuaţia cercului (J) permutind pe v cu y și pe a cu b. 


2. Ecuația axei radicale a cercurilor (I) şi (J) se deduce 


diù ecuaţiile cercurilor prin scădere membru cu „membru ; : 


obținem după suprimarea factorului 2, 


ap 2 — 20 stii i de (3). 


Ecuația axei radicale a cerurilor (I) şi (K) se deduce din 


` ecuaţiile cercurilor prin scădere membru cu membru ; obținea 
arca suprimarea factorului 2, | 


pal E aat 4 by + aa 0. | (4) 


Axele radicale (3) Şi (4) se taie în centrul radical: a. al 
- cercurilor. (I), (J), (E); coordonatele și y ale lui M se obţin 
| rezolvînd sistemul fotmat de ecuațiile (3) și (4); se obţine . 


abb > a?b l pi | 
aja = Eg rasa) l ka 


Dacă dreapta AB se roteşte în jurul lui B, urmează că b 
rămîne constant, iar a este variabil; locul geometrie deseris.. 
de centrul radical M se obține eliminînd ii it a între 
„cole două ecuaţii (5), se obţine 


æ? + y2—by = 0, - a I 
adică cercul de diametru OB’, unde B' (0, b) este mijlocul 


segmentului OB. Ne 
Ecuația dreptei AB este 


i 5 R 
rt y 
— +> —1l1 = 0. 
2a T 25 


Prin ipoteză, ea. trece printr-un punct fix al planului și 
„fie G (2e, 2f) punctul fix; urmează că coordonatele punctului 
verifică ecuația dreptei, deci a BE 


E ia Pe 
t 4H -1 =0, | (6) 


Şi în această ecuație a şi b sînt parametrii variabili, iar e și - 


f două constante. 

Locul geometrie descris de centrul radical M, în această 
ipoteză, se obţine eliminînd parametrii a și b între cele trei 
ecuaţii (5) şi (6); din ecuaţiile (5) deducem 


2 â ma 2 e a 
eee E ete (7) 
z - y i 


a = 
şi aceste valori introduse în ecuaţia (6) conduc la ecuația 
a? + p2—a2—fy = 0, | | 
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Li 
—. 
Li 


care. caca i catene de danita og, dn de Œ (e, ph este mij- | 
” tocul segmentului. 0G; acesta este” locul geometrie descris de 


centrul radical M. 


Ca exercițiu propunem să se determine locul geometric l 


- descris de centrul radical M, cînd dreapta AB răniine tangentă 
la un -cero cu. centrul în originea O. 

Se va serie că distanţa de la O la scala AB este con- 

stantă și egală cu raza R a cercului; se obţine o relaţie între a 


Și b, se înlocuiesc a şi b prin valorile deduse din (5); locul geo- 


“metric este cercul cu centrul, în O și raza Z. 
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